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课程大纲

量子光学是研究光场的量子性质，及其与原子、分子等物质相互作用的物理学
分支，核心内容包括光子的产生、操控与探测以及光–物质的量子相干与纠缠

现象。

第一章 辐射场及其量子化 (2 次课)
第二章 量子相干态 (3 次课)
第三章 光场相干性及其干涉 (3 次课)
第四章 光场与原子相互作用 (4 次课)
第五章 热库系统与主方程 (2 次课)
第六章 激光冷却技术 (2 次课)
第七章 光学腔和光力耦合系统 (2 次课)
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•《量子光学》，郭光灿，周祥发，科学出版社
• Quantum Optics, Marlan O. Scully, M. Suhail Zubairy, Cambridge
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• Lecture of Professor Farhan Rana
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迈克尔逊恒星干涉仪 (Michelson stellar interferometer)

I = κ ⟨E∗E⟩ = κ

〈∣∣∣Ek(e
ik·r1 + eik·r2) + Ek′(eik

′·r1 + eik
′·r2)

∣∣∣2〉
= 2κ

〈
|Ek|2 + |Ek′ |2 + |Ek|2 cosk · (r1 − r2) + |Ek′ |2 cosk′ · (r1 − r2)

〉
• 信号经过过滤后，光场频率相同
• 考虑恒星的热辐射 ⟨Ek⟩ = ⟨Ek′⟩ = 0, ⟨E∗

kEk′⟩ = 0

• 设 ⟨|Ek|⟩ =
〈
|Ek′ |2

〉
= I0
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迈克尔逊恒星干涉仪

I = 2κI0
[
2 + cos (k · (r1 − r2)) + cos

(
k′ · (r1 − r2)

)]
= 4κI0

[
1 + cos (k + k′) · (r1 − r2)

2
cos (k − k′) · (r1 − r2)

2

]
= 4κI0

[
1 + cos (k + k′) · (r1 − r2)

2
cos πr0ϕ

λ

]

• 近似 (k − k′) · (r1 − r2) ≈ ϕkr0, and k = 2π/λ

• 这个方法已经应用到了多个双星系统
• 大气层的影响和仪器的涨落使得 cos (k+k′)·(r1−r2)

2
变化较大，限制了这

个方法的精度
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Hanbury-Brown-Twiss interferometer
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Hanbury-Brown-Twiss interferometer

在两个不同位置 r1 和 r2 测量光场强度：

I(ri, t) = κ
[
|Ek|2 + |Ek′ |2 + EkEk′ei(k−k′)·ri + E∗

k′Eke
−i(k−k′)·ri

]
两个探测器的符合计数

⟨I(r1, t)I(r2, t)⟩ =κ2
〈[
|Ek|2 + |Ek′ |2 + EkEk′ei(k−k′)·r1 + E∗

k′Eke
−i(k−k′)·r1

]
[
|Ek|2 + |Ek′ |2 + EkEk′ei(k−k′)·r2 + E∗

k′Eke
−i(k−k′)·r2

]〉
=κ2 〈(|Ek|2 + |Ek′ |2)2

〉
+
〈
|Ek|2

〉 〈
|Ek′ |2

〉
2 cos

[
(k − k′) · (r1 − r2)

]
• 同样假定热辐射场
• 没有 cos[(k + k′) · (r1 − r2)/2]← 高频
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相关函数

在量子光学中，关联函数 (Correlation function) 可以描述电磁辐射场的统计性
质和相干性
• Coherence functions, Roy Glauber and others in 1960s
• 相干波具有确定的相位关系
• 杨氏双缝实验
• 干涉仪：Mach-Zehnder 干涉仪
• Hanbury Brown-Twiss 实验
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量子相关函数

电场算符写成正频和负频部分

Ê(r, t) = Ê(+)(r, t) + Ê(−)(r, t)

Ê(+) = i
∑
k,σ

√
h̄ωk

2ϵ0V
âk,σe

−iωkt+ik·r, Ê(−) =
[
Ê(+)(r, t)

]†
• 光电探测过程中，原子吸收一个光子同时会发射一个电子
• 电信号放大后被读取
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量子相关函数

电场算符写成正频和负频部分

Ê(r, t) = Ê(+)(r, t) + Ê(−)(r, t)

Ê(+) = i
∑
k,σ

√
h̄ωk

2ϵ0V
âk,σe

−iωkt+ik·r, Ê(−) =
[
Ê(+)(r, t)

]†
• 光的吸收过程中，光子湮灭，只有正频部分起作用
• 量子探测中，正频和负频不对称：实际探测的是 Ê(+)

• 经典探测：探测器不仅会吸收电磁量子，也会发射电磁量子，Ê(+) 和
Ê(−) 都起作用
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量子相关函数

• 电磁场在时空点 (r, t) 处被吸收一个光子，场的状态从 |i⟩ 跃迁到 |f⟩

⟨f |Ê(+)|i⟩

• 一般无法确定终态，为得到总跃迁概率，需要对所有末态求和

w1(r, t) =
∑
f

∣∣∣ ⟨f |Ê(+)(r, t)|i⟩
∣∣∣2

=
∑
f

⟨i|Ê(−)(r, t)|f⟩ ⟨f |Ê(+)|i⟩

= ⟨i|Ê(−)(r, t)Ê(+)(r, t)|i⟩

• 用密度矩阵替代

w1(r, t) = Tr
[
ρÊ(−)(r, t)Ê(+)(r, t)

]
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量子相关函数

定义光场在不同时空点的一阶相关函数

G(1)(r1, r2; t1, t2) = Tr
[
ρÊ(−)(r1, t1)Ê

(+)(r2, t2)
]

利用时间平移不变性，设 τ = t2 − t1

G(1)(r1, r2; t1, t2) = G(1)(r1, r2, τ)

定义两个时空点之间的相干性
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量子相关函数

两个探测器在时空点 (r1, t1) 和 (r2, t2) 处探测到光子的联合概率

w2(r1, r2; t1, t2) =
∣∣∣ ⟨f |Ê(+)(r2, t2)Ê

(+)(r1, t1)|i⟩
∣∣∣2

同样，对所有的末态求和

w2(r1, r2; t1, t2) = Tr
[
ρÊ(−)(r1, t1)Ê

(−)(r2, t2)Ê
(+)(r2, t2)Ê

(+)(r1, t1)
]

↓

二阶相干函数

14 / 75



大
湾
区
大
学

量子相关函数

• 注意算符的排序：产生算子总排在湮灭算子的左边
正规排序

• 归一化的一阶相干度 (Xi = (ri, ti))

g(1)(X1, X2) =

〈
Ê(−)(X1)Ê

(+)(X2)
〉

√〈
Ê(−)(X1)Ê(+)(X1)

〉〈
Ê(−)(X2)Ê(+)(X2)

〉
• 归一化的二阶相干度

g(2)(X1, X2) =

〈
Ê(−)(X1)Ê

(−)(X2)Ê
(+)(X2)Ê

(+)(X1)
〉

〈
Ê(−)(X1)Ê(+)(X1)

〉〈
Ê(−)(X2)Ê(+)(X2)

〉
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量子相关函数

类似，可以定义 n 阶相干函数

G(n)(r1, . . . , r2n; t1, . . . , t2n)

=Tr
[
ρe(−)(r1, t1) . . . E

(−)(rn, tn)E
(+)(rn+1, tn+1) . . . E

(+)(r2n, t2n)
]
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量子相关函数

对于单模平面波

Ê(+)(r, t) = i

√
h̄ω

2ϵ0V
ei(k·r−ωt)â

在空间点 ri = r，相干度可以表示为

g(1)(τ) =

〈
â†(t+ τ)â(t)

〉
⟨â†â⟩

g(2)(τ) =

〈
â†(t)â†(t+ τ)â(t+ τ)â(t)

〉
⟨â†â⟩2

有不等式 ∣∣∣〈â†(t+ τ)â(t)
〉∣∣∣2 ≤ 〈â†(t+ τ)â(t+ τ)

〉〈
â†(t)â(t)

〉
→
∣∣∣g(1)(τ)∣∣∣ ≤ 1
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量子相关函数

• 若
∣∣∣g(1)(X1, X2)

∣∣∣ = 1，则称光场在时空点 X1 和 X2 具有一阶相干性

• 对于整个光场，所有的时空点都满足
∣∣∣g(1)(X1, X2)

∣∣∣ = 1 的场，称为具有
一阶相干性
• 相干性 → 反映光场的噪声强弱
• 对任何时空点，满足∣∣∣g(m)(X1, X2, . . . , X2m)

∣∣∣ = 1, 1 ≤ m ≤ n

称为 n 阶相干光场
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量子相干态

对于相干态 |α⟩:

g(1)(τ) =

〈
â†eiωτ â

〉
⟨â†â⟩ = eiωτ

n 阶相干度 ∣∣∣g(n)(τ)
∣∣∣ = 1
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量子相关函数

• 多模热光场

ρk =
∑
nk=0

n̄
nk
k

(1 + n̄k)1+nk
|nk⟩⟨nk|

其中 n̄k = [exp(h̄ωk/kBT )− 1]−1

• 可以得到

g(1)(τ) =

∑
k n̄kωk exp(−iωkτ)∑

k n̄kωk

其中 τ = t2 − t1 − (z2 − z1)/c
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量子相关函数

均匀加宽的热光场，满足洛伦兹线性

n̄kωk ∼
γ/π

(ωk − ω0)2 + γ2

把求和换成积分 ∑
k

→
∫ ∞

0

L

π
dk =

∫ ∞

0

L

πc
dωk

洛伦兹谱分布热光场的一阶相干度

g(1)(τ) =

∫ ∞

0

γ/π exp(−iωkτ)

(ωk − ω0)2 + γ2
dωk
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量子相关函数

设 f(z) = γ/π

(z−ω0)2+γ2 e
−izτ

-R R

CR

∫ R

−R

f(z) dz +
∫
CR

f(z) dz = 2πiRes[f(z), ω0 + iγ]

留数定理
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量子相关函数

f(z) =
1

2πi

(
1

z − ω0 − iγ
− 1

z − ω0 + iγ

)
e−izτ

得到

Res[f(z), ω0 + iγ] =
1

2πi
e−i(ω0+iγ)τ

Res[f(z), ω0 − iγ] = −
1

2πi
e−i(ω0−iγ)τ

• 如果 τ < 0，环路积分
∫
CR

f(z) dz = 0，包含极点 ω0 + iγ∫ R

−R

f(z) dz = e−iωτ+γτ

• 如果 τ > 0，则
∫
CR

f(z) dz 不等于 0，环路该取下半环路∫ R

−R

f(z) dz = e−iωτ−γτ
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量子相关函数

f(z) =
1

2πi

(
1

z − ω0 − iγ
− 1

z − ω0 + iγ

)
e−izτ

得到

Res[f(z), ω0 + iγ] =
1

2πi
e−i(ω0+iγ)τ

Res[f(z), ω0 − iγ] = −
1

2πi
e−i(ω0−iγ)τ

最后得到

g(1)(τ) = e−iωτ−γ|τ |
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量子相关函数

光束的谱函数是高斯线性函数

n̄kωk ∼
1√
2πδ2

exp
[
−(ωk − ω0)

2/2δ2
]

一阶相干函数

g(1)(τ) ∼ 1√
2πδ2

exp
[
− (ωk − ω0)

2

2δ2

]
e−iωkτ dωk

经过积分后，得到

g(1)(τ) = e−iω0τ− 1
2
δ2τ2
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量子相关函数

单模热光场的二阶相干度

g(2)(τ) =

〈
â†(t)â†(t+ τ)â(t+ τ)â(t)

〉
⟨â†â⟩2

=

〈
(â†)2â2

〉
⟨â†â⟩2

• 单模下，二阶相干度与时间没有关系
• 利用对易关系

g(2) =
⟨n̂(n̂− 1)⟩
⟨n̂⟩2

=

〈
n̂2
〉
− ⟨n̂⟩
⟨n̂⟩2

= 2

对 n 个光子的测量将使光子数减少一个，因此，第二次测量只能发现
n− 1 个光子
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量子相关函数

多模热光场的二阶相干度

g(2)(X1, X2) =

〈
Ê(−)(X1)Ê

(−)(X2)Ê
(+)(X2)Ê

(+)(X1)
〉

〈
Ê(−)(X1)Ê(+)(X1)

〉〈
Ê(−)(X2)Ê(+)(X2)

〉
• 电场

Ê(+)(r, t) = i
∑
k,σ

êσ

√
h̄ωk

2ϵ0V
âk,σe

−iωkt+ik·r
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量子相关函数

Wick’s theorem

ÂB̂ =: ÂB̂ : +Â•B̂•

• : ÂB̂ : 表示算符的正规排序
• Â•B̂• 表示算符的收缩

ÂB̂Ĉ · · · =: ÂB̂Ĉ · · · : +
∑

singles
: Â•B̂•Ĉ · · · : +

∑
doubles

· · ·+ . . .
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量子相关函数

g(2)(X1, X2) =

〈
Ê(−)(X1)Ê

(−)(X2)Ê
(+)(X2)Ê

(+)(X1)
〉

〈
Ê(−)(X1)Ê(+)(X1)

〉〈
Ê(−)(X2)Ê(+)(X2)

〉
设 Ê(+) =

∑
k A
√
ωkâke

−iωkt

• 分子 ∑
k,l,m,n

√
ωkωlωmωn

〈
â†kâ

†
l âmân

〉
ei(ωk−ωn)tei(ωl−ωm)(t+τ)

=
∑

k,l,m,n

√
ωkωlωmωn

(〈
â†kâm

〉〈
â†l ân

〉
+
〈
â†kân

〉〈
â†l âm

〉)
× ei(ωk−ωn)tei(ωl−ωm)(t+τ)

=
∑
k,l

(
ωkωl

〈
â†kâk

〉〈
â†l âl

〉
ei(ωl−ωk)τ + ωkωl

〈
â†kâk

〉〈
â†l âl

〉)
• 分母 ∑

k,l

ωkωl

〈
â†kâk

〉〈
â†l âl

〉
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量子相关函数

g(2)(X1, X2) =

〈
Ê(−)(X1)Ê

(−)(X2)Ê
(+)(X2)Ê

(+)(X1)
〉

〈
Ê(−)(X1)Ê(+)(X1)

〉〈
Ê(−)(X2)Ê(+)(X2)

〉
设 Ê(+) =

∑
k A
√
ωkâke

−iωkt

得到

g(2)(τ) =

∑
k,l

(
ωkωl

〈
â†kâk

〉〈
â†l âl

〉
ei(ωl−ωk)τ + ωkωl

〈
â†kâk

〉〈
â†l âl

〉)
∑

k,l ωkωl

〈
â†kâk

〉〈
â†l âl

〉
= 1 +

G(1)(τ)G(1)∗(τ)〈
Î
〉2

= 1 +
∣∣∣g(1)(τ)∣∣∣2
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量子相关函数

• 洛伦兹线型

g(2) = 1 + e−2γ|τ |

• 高斯线型

g(2)(τ) = 1 + e−δ2τ2

• 若 τ 很小，热光场可以认为是一阶相干光场
• 但不是二阶相干光场
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量子相关函数

Ê(+)(r, t) = u1Ê
(+)(r1, t1) + u2Ê

(+)(r2, t2)
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量子相关函数

探测器平均光强

⟨I(r, t)⟩ =
〈
Ê(−)(r, t)Ê(+)(r, t)

〉
=|u1|2

〈
Ê(−)(r1, t1)Ê

(+)(r1, t1)
〉
+ |u1|2

〈
Ê(−)(r1, t1)Ê

(+)(r1, t1)
〉

+ 2Re
[
u∗
1u2

〈
Ê(−)(r1, t1)Ê

(+)(r2, t2)
〉]

= ⟨I1(r, t)⟩+ ⟨I2(r, t)⟩

+ 2
√
⟨I1(r, t)⟩ ⟨I2(r, t)⟩g(1)(r1, t1; r2, t2) cos[k(s1 − s2) + ϕ]

• 条纹可见度

V =
⟨I(r, t)⟩max − ⟨I(r, t)⟩min
⟨I(r, t)⟩max + ⟨I(r, t)⟩min

=
2
√
⟨I1(r, t)⟩ ⟨I2(r, t)⟩

⟨I(r, t)⟩max + ⟨I(r, t)⟩min
g(1)(r1, t1, r2, t2)

• 一阶相干度直接对应干涉条纹的可见度
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量子相关函数

• 传统光学研究的实质都是光场的一阶相干性
• 直到 1956 年，Hanbury Brown 和 Twiss 开创了一类新型的光学干涉实验
→ 首次观测光场的二阶相干性
• 量子光学的奠基性实验
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量子相关函数

经典处理

• 假设入射光强为 I(t) 且 D1 和 D2 接收到的瞬时强度相等

I1(t) = I2(t) =
1

2
I(t)

• 二阶相干度在经典下为: g(2)c (τ) = ⟨I1(t)I2(t+τ)⟩
⟨I1(t)⟩⟨I2(t)⟩

• 利用柯西不等式，得到

⟨I1(t)I2(t)⟩ ≥ ⟨I1(t)⟩ ⟨I2(t)⟩

• 不等式

[I(t1)I(t1 + τ) + · · ·+ I(tN )I(tN + τ)]2 ≤

[I2(t1) + · · ·+ I2(tN )][I2(t1 + τ) + · · ·+ I2(tN + τ)]

得到

⟨I1(t)I2(t)⟩ ≥ ⟨I1(t)I2(t+ τ)⟩
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量子相关函数

经典处理

• 假设入射光强为 I(t) 且 D1 和 D2 接收到的瞬时强度相等

I1(t) = I2(t) =
1

2
I(t)

• 二阶相干度在经典下为: g(2)c (τ) = ⟨I1(t)I2(t+τ)⟩
⟨I1(t)⟩⟨I2(t)⟩

• 满足

g(2)c (0) ≥ 1, g(2)c (0) ≥ g(2)c (τ)
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量子处理

Ê1 =
Ê + iÊvac√

2
, Ê2 =

Êvac + iÊ√
2

• 相干光场: g(2)(τ) = 1

• 热光场：g(2)(τ) = 1 + g(1)(τ) ≥ 1

• 单模热光场：g(2)(τ) = 2 与 τ 无关
• 当入射光场是 Fock 态？
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量子相关函数

g(2) =

〈
â†(t)â†(t+ τ)â(t+ τ)â(t)

〉
⟨â†(t)â(t)⟩ ⟨â†(t+ τ)â(t+ τ)⟩

• 当入射光场是 Fock 态

g(2)(τ) = g(2)(0) =

{
1− 1

n
, n ≥ 2

0, n = 0, 1

• 单模光场

g(2)(τ) = g(0) =

〈
â†â†ââ

〉
⟨n̂⟩2

=

〈
â†(ââ† − 1)â

〉
⟨n̂⟩2

= 1 +

〈
∆n̂2

〉
− ⟨n̂⟩

⟨n̂⟩2

= 1 +
M
⟨n⟩

光场的非经典效应与光子数的 Mandel 参数的关系
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量子相关函数

奇偶相干态

|α⟩o = No(|α⟩ − |−α⟩), |α⟩e = Ne(|α⟩+ |−α⟩),

â |α⟩o = α coth1/2 |α|2 |α⟩e , â |α⟩e = α tanh1/2 |α|2 |α⟩o

粒子数

o ⟨α|â†â|α⟩o = |α|2 coth |α|2, e ⟨α|â†â|α⟩e = |α|2 tanh |α|2

二阶相干函数

g(2)o (0) =
o

〈
â†2â2

〉
o

o ⟨α|â†â|α⟩2o
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量子相关函数

奇偶相干态

|α⟩o = No(|α⟩ − |−α⟩), |α⟩e = Ne(|α⟩+ |−α⟩),

â |α⟩o = α coth1/2 |α|2 |α⟩e , â |α⟩e = α tanh1/2 |α|2 |α⟩o

粒子数

o ⟨α|â†â|α⟩o = |α|2 coth |α|2, e ⟨α|â†â|α⟩e = |α|2 tanh |α|2

二阶相干函数

g(2)o (0) = tanh2 |α|2 =

(
e|α|2 − e−|α|2

e|α|2 + e−|α|2

)2

< 1

g(2)e (0) = coth2 |α|2 =

(
e|α|2 + e−|α|2

e|α|2 − e−|α|2

)2

> 1
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量子相关函数

奇偶相干态

|α⟩o = No(|α⟩ − |−α⟩), |α⟩e = Ne(|α⟩+ |−α⟩),

â |α⟩o = α coth1/2 |α|2 |α⟩e , â |α⟩e = α tanh1/2 |α|2 |α⟩o

粒子数

o ⟨α|â†â|α⟩o = |α|2 coth |α|2, e ⟨α|â†â|α⟩e = |α|2 tanh |α|2

二阶相干函数

• 奇相干态光子数呈现非经典效应
• 偶相干态中光子数呈现超泊松分布
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量子相关函数

• 群聚效应 (photon bunching)

g(2)(τ) < g(2)(0)

• 反群聚效应 (photon anti-bunching)

g(2)(τ) > g(2)(0)
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量子相关函数

单模光场

g(2)(τ) = g(2)(0) = 1 +

〈
∆n̂2

〉
− ⟨n̂⟩

⟨n̂⟩2
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量子相关函数

多模光场

g(2)(τ) = 1 +

∫
P (|αj |)

(∑
j |αj |2 −

〈
â†j âj

〉)2
d2{αj}

(
∑

j

〈
â†j âj

〉
)2

• P (|αj |) 为光场的 P-表示函数〈
â†j âj

〉
=

∫
P (|αj |)α∗

jαjd2{αj}

• 对于经典光场 P (|αj |) ≥ 0, 所以 g(2)(0) ≥ 0, 并且 g(2)(τ) < g(2)(0)

经典光场呈现光子的群聚效应
• 对于量子光场，P (|αj |) 不一定是正定
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量子相关函数

多模光场

g(2)(τ) = 1 +

∫
P (|αj |)

(∑
j |αj |2 −

〈
â†j âj

〉)2
d2{αj}

(
∑

j

〈
â†j âj

〉
)2

• 亚泊松分布 → 反群聚效应
• 反群聚效应 ?→ 亚泊松分布

光子数统计和群聚效应刻画的是光场两种不同特性
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量子相关函数

多模光场

g(2)(τ) = 1 +

∫
P (|αj |)

(∑
j |αj |2 −

〈
â†j âj

〉)2
d2{αj}

(
∑

j

〈
â†j âj

〉
)2

• 不断减弱光强是否可以使得光场呈现反群聚效应
• 光场通过非线性过程除去成群的光子
• 控制发光源的发光时间间隔
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量子相关函数

Lin et al., Nat. Commun. 8, 1132 (2017)

• Room temperature: g(2)(0) < 0.05
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一个二能级原子与光学腔耦合

H =εe |e⟩⟨e|+ εg |g⟩⟨g|+ h̄ωcâ
†â

+ g(â |e⟩⟨g|+ â† |g⟩⟨e|)

+ iα(âeiωct − â†e−iωct)

• 激光作为激发源泵浦光学腔
• 光学腔使原子从基态 |g⟩ 跳到激发态
• 处在激发态的原子耗散，回到基态，产生一个光子
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一个二能级原子与光学腔耦合

H =εe |e⟩⟨e|+ εg |g⟩⟨g|+ h̄ωcâ
†â

+ g(â |e⟩⟨g|+ â† |g⟩⟨e|)

+ iα(âeiωct − â†e−iωct)

• 空间维度：2N
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量子相关函数

一个二能级原子与光学腔耦合

H =εe |e⟩⟨e|+ εg |g⟩⟨g|+ h̄ωcâ
†â

+ g(â |e⟩⟨g|+ â† |g⟩⟨e|)

+ iα(âeiωct − â†e−iωct)

• 系统有一个守恒量

N̂ = â†â+ |e⟩⟨e|

• 子空间 {|e, n− 1⟩ , |g, n⟩

Hn =

(
εe + (n− 1)h̄ωc g

√
n

g
√
n εg + nh̄ωc

)
• 本征值 (∆ = εe − εg − h̄ωc)

En,± = nh̄ωc +
εe + εg − h̄ωc

2
± 1

2

√
∆2 + 4g2n
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单光子源

• 量子力学基础原理验证
• 量子通信: 量子密钥分发，光子作为信息载体

量子不可克隆，防止窃听
• 量子计算
• 精密测量
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第三章

相关函数

分束器的量子力学描述

Mach-Zehnder 干涉仪

NOON 态和海森堡极限

总结
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分束器 (beam splitter)

Eout =

(
Ec

Ed

)
=

(
rac tbc
tad rbd

)(
Ea

Eb

)
= τEin

• 转移矩阵：每个元素都是复数
• tmn 表示穿透系数，rmn 表示反射系数
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分束器 (beam splitter)

Eout =

(
Ec

Ed

)
=

(
rac tbc
tad rbd

)(
Ea

Eb

)
= τEin

能量守恒

|Ec|2 + |Ed|2 = |Ea|2 + |Eb|2

得到

racr
∗
ac + tadt

∗
ad = 1, rbdr

∗
bd + tbct

∗
bc = 1, ract

∗
bc + tadr

∗
bd = 0
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分束器 (beam splitter)

Eout =

(
Ec

Ed

)
=

(
rac tbc
tad rbd

)(
Ea

Eb

)
= τEin

转移矩阵 τ 是幺正的

τ †τ = I
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分束器

设 |tad| = |tbc| = T , |rac| = |rbd| = R, R2 + T 2 = 1(
Ec

Ed

)
=

(
Reiϕac Teiϕbc

Teiϕad Reiϕbd

)(
Ea

Eb

)
• 同时需要满足

RTei(ϕac−ϕbc) +RTei(ϕad−ϕbd) = 0

即 ϕad − ϕbd + ϕbc − ϕac = π

• 六个未知数，两个限制条件
• 定义 T = cos θ, R = sin θ

τ̂(θ) =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
or

τ̂(θ) =

(
cos θ i sin θ
i sin θ cos θ

)
= eiθσx
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分束器

设 |tad| = |tbc| = T , |rac| = |rbd| = R, R2 + T 2 = 1(
Ec

Ed

)
=

(
Reiϕac Teiϕbc

Teiϕad Reiϕbd

)(
Ea

Eb

)
• 同时需要满足

RTei(ϕac−ϕbc) +RTei(ϕad−ϕbd) = 0

即 ϕad − ϕbd + ϕbc − ϕac = π

• 对于半反半透分束器，θ = π/4，一种取法

τ =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
另一种常见取法

τ =
1√
2

(
1 i
i 1

)
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分束器的量子力学描述

• 量子力学中，电磁场用算符表示
• 不同端口也可以用对应的产生湮灭算符表示
• 把光通过分束器理解成一个演化过程
• ρin 表示初始时刻的态
• ρout 表示离开分束器的态
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分束器的量子力学描述

• 光场通过分束器，可以看成一个幺正演化过程
• 等效哈密顿量(

ĉ

d̂

)
out

= τ̂(θ)

(
â

b̂

)
in

= Ŝ†(θ)

(
â

b̂

)
in
Ŝ(θ) =

(
â(θ)

b̂(θ)

)
in

其中 â(θ) = â cos θ + ib̂ sin θ, b̂(θ) = b̂ cos θ + iâ sin θ

Ŝ(θ) = exp
[
iθ(â†b̂+ b̂†â)

]
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分束器的量子力学描述

• 海森堡表象: â, b̂→ ĉ, d̂; ρin → ρin

Tr
[
ρinf(ĉ, d̂)

]
• 薛定谔表象: â, b̂→ â, b̂; ρin → ρout

Tr
[
ρoutf(â, b̂)

]
• 两个表象的期望应该相同

ρout = Ŝ(θ)ρinŜ
†(θ), Tr

[
ρinf(ĉ, d̂)

]
= Tr

[
ρoutf(â, b̂)

]
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分束器

例子：单光子从端口 a 入射

|ψ⟩out = Ŝ(θ) |1, 0⟩ = Ŝ(θ)â |0, 0⟩

= Ŝ(θ)âŜ†(θ)Ŝ(θ) |0, 0⟩

= (cos θâ† + i sin θb̂†) |0, 0⟩
= cos θ |1, 0⟩+ i sin θ |0, 1⟩
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分束器
例子：两个端口分别有一个光子入射

|ψ⟩out = Ŝ(θ) |1, 1⟩ = Ŝ(θ)â†Ŝ†(θ)Ŝ(θ)b̂†Ŝ†(θ) |0, 0⟩

= (cos θâ† + i sin θb̂†)⊗ (cos θb̂† + i sin θâ†) |0, 0⟩

=
1√
2

cos θ(|2, 0⟩ − |0, 2⟩) + cos 2θ |1, 1⟩

• θ = π/4, 在端口 c 和 d 做复合计数，看不到信号
• Hong-Ou-Mandel dip
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分束器

• 两个端口有大量光子输入：|N,N⟩ = (â†)N (b̂†)N |0, 0⟩ /N !

|ψ⟩out = Ŝ(θ) =
1

N !

(
â† + ib̂†√

2

)N (
iâ† + b̂†√

2

)N

|0, 0⟩

=
iN

N !2N

(
â†2 + b̂†2

)N
|0, 0⟩

=
iN

N !2N

N∑
m=0

Cm
N

√
(2m)!(2N − 2m)! |2m, 2N − 2m⟩
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分束器

当分束器 a 端口输入相干态，系统输入即为 |α, 0⟩ = D̂(α) |0, 0⟩:

|ψ⟩out = Ŝ(θ) |α, 0⟩ = Ŝ(θ)D̂(α)Ŝ†(θ) |0, 0⟩

= exp
[
α(â† cos θ + i sin θb̂)−H. c.

]
|0, 0⟩

= |α cos θ, iα sin θ⟩
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分束器

当分束器输入双模压缩相干态时，系统输出

|ψ⟩out = Ŝ(θ) exp
[
ξâ†b̂† − ξ∗âb̂

]
|0, 0⟩

= exp
[
ξ(â†(−θ)b̂†(−θ))−H. c.

]
|0, 0⟩

其中

â(−θ)b̂(−θ) = (â cos θ − i sin θb̂)(b̂ cos θ − i sin θâ)

= cos(2θ)âb̂− i1
2

sin(θ)(â2 + b̂2)

如果 θ = π/4

|ψ⟩out = exp
[
i
1

2
(ξâ†2 + ξ∗â2)

]
|0⟩ exp

[
i
1

2
(ξb̂†2 + ξ∗b̂2)

]
|0⟩

双模压缩态经过半透半反分束器后变成两个单模压缩态直积
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压缩光场的平衡零拍探测
Balanced Homodyne detection

• ĉ = â+ib̂√
2
, d̂ = b̂+iâ√

2

• 输出 ĉ 和 d̂ 的强度差

n̂cd = ĉ†ĉ− d̂†d̂ = i(â†b̂− b̂†â)

• b̂ 输入为相干态 β = |β|eiχ

⟨n̂cd⟩ = |β|
〈
â†ei(χ+π/2) + âe−i(χ+π/2)

〉
= 2|β| ⟨X(θ)⟩

其中 X̂(θ) = (â†eiθ + âe−iθ)/2
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压缩光场的平衡零拍探测
Balanced Homodyne detection

• 通过改变本地相干态相位 χ，就可以改变 θ，从而测量光场任意方向的正
交分量

(∆ncd)
2 = 4|β|2(∆X(θ))2

• 对角度进行扫描就可以画出压缩态 Q 函数的椭圆
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压缩光场的平衡零拍探测

• 对装置进行扩展，形成八个端口

⟨n̂12⟩ = 2|β|
〈
X̂(χ+ π/2)

〉
, ⟨n̂34⟩ = 2|β|

〈
X̂(χ)

〉
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第三章

相关函数

分束器的量子力学描述

Mach-Zehnder 干涉仪

NOON 态和海森堡极限

总结
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Mach-Zehnder 干涉仪

(
ĉ

d̂

)
=

1√
2

(
1 i
i 1

)(
1 0
0 eiφ

)
1√
2

(
1 i
i 1

)(
â

b̂

)
= ei(φ/2+π/2)

(
− sin φ

2
â+ cos φ

2
b̂

cos φ
2
â+ sin φ

2
b̂

)
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Mach-Zehnder 干涉仪

• 当 φ = 0 时：ĉ = ib̂, d̂ = iâ

• 当 φ = π 时：ĉ = â, d̂ = −b̂
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Mach-Zehnder 干涉仪

ĉ†ĉ = sin2 φ

2
â†â+ cos2 φ

2
b̂†b̂− cos φ

2
sin φ

2
(â†b̂+ âb̂†)

d̂†d̂ = cos2 φ
2
â†â+ sin2 φ

2
b̂†b̂+ cos φ

2
sin φ

2
(â†b̂+ âb̂†)
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Mach-Zehnder 干涉仪

输出端口光子数差

n̂cd = ĉ†ĉ− d̂†d̂ = (b̂†b̂− â†â) cosφ− (â† + âb̂†) sinφ
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Mach-Zehnder 干涉仪

如果 b̂ 模式输入相干光场
〈
b̂
〉
= β = |β|eiϕ:

⟨n̂cd⟩
∣∣∣∣
φ=π/2

= −|β|
〈
â†eiϕ + âe−iϕ

〉
= −2|β|

〈
X̂ϕ

〉
即前面的平衡零拍探测
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Mach-Zehnder 干涉仪

假定输入端 â 为真空态：〈
ĉ†ĉ
〉
= nl cos2 φ

2
,
〈
d̂†d̂
〉
= nl sin2 φ

2
, ⟨n̂cd⟩ = nl cosφ

• 其中 nl = |β|2 为相干场的平均光子数
• 可以利用干涉条纹来测量光路中相位移动 φ
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Mach-Zehnder 干涉仪

n̂cd 具有很强的量子特性

(∆ncd)
2

∣∣∣∣
φ=π/2

=
〈
(â†b̂+ âb̂†)(â†b̂+ âb̂†)

〉
= |β|2 = nl

探测必然存在误差 ∣∣∣∣∂ ⟨n̂cd⟩
∂φ

∣∣∣∣ = nl sinφ

表明：干涉条纹在 φ = π/2 时变化最剧烈

∆φ =
∆ncd

|∂ ⟨n̂cd⟩ /∂φ|
=

√
nl

nl
=

1√
nl

• 测量误差与光场强度成反比
• 误差极限 1√

nl
称为标准量子极限 (standard quantum limit)
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Mach-Zehnder 干涉仪
为更清楚说明问题，这里在 φ = π/2 附近展开

φ = π/2 + ∆φ, â = δâ1 + iδâ2, b̂ = β + δb̂1 + iδb̂2

得到

ĉ†ĉ =
1 + sin∆φ

2
â†â+

1− sin∆φ

2
b̂†b̂− 1

2
cos∆φ(â†b̂+ âb̂†)

=
1−∆φ

2
β2 + β(δb̂1 − δâ1)

d̂†d̂ =
1− sin∆φ

2
â†â+

1 + sin∆φ

2
b̂†b̂+

1

2
cos∆φ(â†b̂+ âb̂†)

=
1 +∆φ

2
β2 + β(δb̂1 + δâ1)

测量信号 (设 β 为实数)

n̂cd ≈ −β2∆φ− 2βδâ1

• 信号信息 ≥ 噪声信息

(β2∆φ)2 ≥ 4β2 〈δâ21〉
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Mach-Zehnder 干涉仪

探测的最小相位满足

∆φmin ≈

(
4
〈
δâ21
〉

β2

)1/2

=
1√
nl

• 标准量子极限来源输入端 â 的真空涨落
• 为提高测量精度，可以降低 â 输入端的真空涨落噪声
• â 输入真空压缩态 |0, r⟩:

〈
δâ21
〉
= e−2r/4, 平均光子数 na = sinh2 r

n̂cd ≈ (na − β2)∆φ− 2βδâ1

从而有

∆φmin ≈

(
4β2

〈
δâ21
〉

(na − β2)2

)1/2

≈ e−r

√
nl

当 r 不是很大时 β ≫ na
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振福压缩态

• 压缩相干态：某个方向的正交相位分量具有低于真空起伏的噪声
• 光场的振福和相位是一对共轭物理量
• 振幅压缩态：

〈
(∆N̂)2

〉
<
〈
N̂
〉

• 只需要光子计数器
• 光通信、信息处理、以及精密探测和原子光谱学
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振幅压缩态

N̂ = â†â,

Ŝ =
1

2i

[
1√
N̂ + 1

â− â† 1√
N̂ + 1

]
,

Ĉ =
1

2

[
1√
N̂ + 1

â+ â†
1√
N̂ + 1

]

满足对易关系 [
N̂ , Ĉ

]
= −iŜ,

[
N̂ , Ŝ

]
= iĈ

不确定性关系〈
∆N̂2

〉〈
∆Ŝ2

〉
≥ 1

4

〈
Ĉ
〉2

,
〈
∆N̂2

〉〈
∆Ĉ2

〉
≥ 1

4

〈
Ŝ
〉2

,

• 当电磁场激发数很大时 →
〈
Ĉ
〉
∼ 1
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振幅压缩态

最小不确定态

(N̂ −
〈
N̂
〉
) |ψ⟩ = λ(Ŝ −

〈
Ŝ
〉
) |ψ⟩

也就是

(
N̂ − λŜ

)
=
(〈
N̂
〉
− λ

〈
Ŝ
〉)
|ψ⟩

64 / 75



大
湾
区
大
学
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最小不确定态

(N̂ −
〈
N̂
〉
) |ψ⟩ = λ(Ŝ −

〈
Ŝ
〉
) |ψ⟩

也就是

(
e−rN̂ + ierŜ

)
=
(
e−r

〈
N̂
〉
+ ier

〈
Ŝ
〉)
|ψ⟩
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振幅压缩态

涨落满足 〈
∆N̂2

〉
=

1

2
e−2r,

〈
∆Ŝ2

〉
≈
〈
∆ϕ̂2

〉
=

1

2
e2r〈

∆N̂2
〉〈

∆Ŝ2
〉
≈
〈
∆N̂2

〉〈
∆ϕ̂2

〉
=

1

4
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振幅压缩态

当 r = − 1
2

ln
(
2
〈
N̂
〉)

〈
∆N̂2

〉
=
〈
N̂
〉
,
〈
∆Ŝ2

〉
≈
〈
∆ϕ̂2

〉
=

1

4
〈
N̂
〉

• 粒子数涨落与相干态一致，但不是相干态
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振幅压缩态

如何生成粒子数-相位压缩态?
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振幅压缩态

单模光场通过非线性介质

ĤI = h̄χâ†2â2 = h̄χN̂(N̂ − 1)

• 演化幺正算符

ÛK(L) = exp
[
i
γ

2
N̂(N̂ − 1)

]
• 场算符

b̂ = Û†
K(L)âÛK(L) = eiγN̂ â
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振幅压缩态
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多光子干涉仪
端口 a 和 b 各输入一个光子，端口 c 和 d 做符合计数：

⟨1a, 1b|ĉ†d̂†d̂ĉ|1a, 1b⟩ =
1

2
(1 + cos 2φ)

• 端口 A 和 B: |ψAB⟩ = 1√
2
(|2a, 0b⟩+ |0a, 2b⟩)

• 经过相位片后：|ψ′
AB⟩ = 1√

2
(|2a, 0b⟩+ ei2φ |0a, 2b⟩)
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多光子干涉仪
端口 a 和 b 各输入一个光子，端口 c 和 d 做符合计数：

⟨1a, 1b|ĉ†d̂†d̂ĉ|1a, 1b⟩ =
1

2
(1 + cos 2φ)

• 经过 BS2 后

S(θ =
π

4
)
∣∣ψ′

AB

〉
=

1

2
S(
π

4
)[(â†)2 + ei2φ(b̂†)2] |0a, 0b⟩

=
1

2

[(
â† + ib̂†√

2

)2

+ ei2φ
(
iâ† + b̂†√

2

)2]
|0a, 0b⟩

=
i

2
(1 + ei2φ)â†b̂† |0a, 0b⟩+

1− ei2φ

4
[(â†)2 − (b̂†)2] |0a, 0b⟩
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多光子干涉仪
端口 a 和 b 各输入一个光子，端口 c 和 d 做符合计数：

⟨1a, 1b|ĉ†d̂†d̂ĉ|1a, 1b⟩ =
1

2
(1 + cos 2φ)

• 符合计数率

Pcd =
1

4

∣∣∣1 + ei2φ
∣∣∣2 =

1

2
(1 + cos 2φ)

• 当 φ = π/2 时，Pcd = 0

|ψcd⟩ =
1√
2
(|2a, 0b⟩ − |0a, 2b⟩)
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多光子干涉仪

4 光子入射态 |2a, 2b⟩:
• 经过 BS1 后：

Â =
√
T â+ i

√
Rb̂, B̂ =

√
T b̂+ i

√
Râ

• BS2 为半透半反的分束器，经过 BS2 后：

ĉ =
1√
2

(
Â+ eiφiB̂

)
, d̂ =

1√
2

(
iÂ+ eiφB̂

)
• 输出端做 4 光子符合计数，计数概率为

Pcd = ⟨2a, 2b|(ĉ†)2(d̂†)2d̂2ĉ2|2a, 2b⟩

∝
∣∣∣ei2φ(T 2 +R2 − 4TR)− 3TR(1 + ei4φ)

∣∣∣2
当 φ 变化 2π, 干涉条纹变化 4 个周期
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第三章

相关函数

分束器的量子力学描述

Mach-Zehnder 干涉仪

NOON 态和海森堡极限

总结
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NOON 态和海森堡极限

• 粒子数和相位是共轭的物理量，满足
[
n̂, ϕ̂

]
= i

∆n∆ϕ ≥ 1

2

• 一般来说，粒子数涨落不会超过系统的总粒子数 ∆n ≤ N，得到

∆ϕ ≥ 1

2∆n
∼ 1

N
→ 海森堡极限

• 标准量子极限 1/
√
N
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Summary

• 相干度
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