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课程大纲

量子光学是研究光场的量子性质，及其与原子、分子等物质相互作用的物理学
分支，核心内容包括光子的产生、操控与探测以及光–物质的量子相干与纠缠

现象。

第一章 辐射场及其量子化 (2 次课)
第二章 量子相干态 (3 次课)
第三章 光场相干性及其干涉 (3 次课)
第四章 光场与原子相互作用 (4 次课)
第五章 热库系统与主方程 (2 次课)
第六章 激光冷却技术 (2 次课)
第七章 光学腔和光力耦合系统 (2 次课)
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参考资料

•《量子光学》，郭光灿，周祥发，科学出版社
• Quantum Optics, Marlan O. Scully, M. Suhail Zubairy, Cambridge

University Press
• Lecture of Professor Farhan Rana
• 维基百科 (wikipedia.org)
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课程

课程主页:

https://gbuphys.team/Quantum_Optics/QuantumOptics.html

考核要求：
• 平时成绩 (10%)
• 作业 (40%)
• 期末考试 (50%)
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光学发展
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光的 “微粒说”(corpuscular theory of light)

Light is made up of small discrete
particles called “corpuscles” which

travel in a straight line

• 牛顿 1643-1727
• 直线传播、反射、折射
• 18 世纪时，微粒说是光的主流理论
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光的 “波动说”(light wave theory)

• 胡克（17 世纪）
• 惠更斯 (17 世纪)
• 杨氏双缝干涉实验
• 菲涅尔 (18 世纪早期)
• 麦克斯韦 (18 世纪中后期)
• 波动说可以解释：干涉、散射、极化
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波粒二象性

• 普朗克 (1858-1947): 光场能量量子化
• 爱因斯坦 (1879-1955)：光电效应

光可以同时具有粒子性和波动性
• 德布罗意 (1892-1987)：物质波假说
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光场量子特性

• 20 世纪 60 年代激光技术发现以后，人们才开始研究光的量子特性
亮度高、单色性好、单向、相干性强

• 1956 年，首次观测到光场的强度关联效应 (HBT 干涉效应)
• 量子光学着重研究光子与原子及其它微观量子系统之间的关联和相互作用
等各种量子效应
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量子光学在量子力学的地位

量子光学研究
• 相干态
• Fock 态
• 纠缠态
• 压缩态
• 量子测量

很多量子力学的概念
• 波函数塌缩
• 量子非定域性
• 贝尔不等式
都是在量子光学实验中首次严格验证

同时，量子光学又为量子力学的应用提供技术手段
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量子光学有什么用？

• 既是理论验证平台，又是工程技术核心
• 量子信息、量子计算
• 重要的技术手段：冷却、原子操控、探测

玻色爱因斯坦凝聚态、引力波探测、原子量子态实现
• 学科交叉: 量子光学连接

原子物理、分子物理、冷原子、固体量子器件
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量子力学公设

• 波函数公设
• 算符公设
• 薛定谔方程公设

ih̄
∂ψ

∂t
= Hψ

• 测量公设

Ā =

∫
dr ⟨ψ|A|ψ⟩∫

dr ⟨ψ|ψ⟩

• 全同性原理
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波函数公设

一个系统在某个时刻的状态可以由一个复函数完全表示 ψ(r, t)

• |ψ⟩ 所属的空间称为希尔伯特空间:linear vector space + metric
• |ψk⟩ ∼ |ψl⟩ ↔ |ψk⟩ = eiα |ψl⟩
• |ψ(r, t)|2 为对应位置和时间的概率∫

|ψ(r, t)|2 dr = 1

• 叠加态 (superposition)

c1 |ψ1⟩+ c2 |ψ2⟩

c1 和 c2 为复数，满足 |c1|2 + |c2|2 = 1
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例子：Qubit and Bloch sphere

• 具有两个能级的量子态

|ψ⟩ = α |g⟩+ β |e⟩

• ψ 和 λψ 代表相同的状态：projective Hilbert space P (H2) = CP 1

• α 和 β 为复数，意味着可以用四个实数来表示一个 Qubit，然而只有相对
的相位是有意义的，因此实际上只需要三个实数
• 对于纯态，由于归一化条件，每个纯态都落在球面上，因此

|ψ⟩ = cos θ
2
|g⟩+ eiϕ sin θ

2
|e⟩
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例子：Qubit and Bloch sphere

• 密度矩阵

ρ =
∑
n

pn |ψn⟩⟨ψn|

• ρ 是厄米的，可以用泡利矩阵表示

ρ =
1

2
(I +R · σ) = 1

2

(
1 0
0 1

)
+
Rx

2

(
0 1
1 0

)
+
Ry

2

(
0 −i
i 0

)
+
Rz

2

(
1 0
0 −1

)
• |R|2 = R2

x +R2
y +R2

z = 1− 4(ρeeρgg − ρegρge)
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例子：Qubit and Bloch sphere

• 纯态密度矩阵的秩为 1→ det(ρpure) = 0

ρggρee − ρegρge = 0, |R| = 1

• 对于混态 0 < det(ρ) < 1，因此 |R| < 1

混态在 Bloch 球内部
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复合系统和纠缠态

假定有 A、B 两个小系统，它们各自对应的希尔伯特空间记为 HA、HB，其中
一组正交完备基矢为

{|am⟩ , 1 ≤ m ≤M} , {|bn⟩ , 1 ≤ n ≤ N}

复合系统对应的希尔伯特空间为 HAB = HA ⊗HB，它的基矢为

{|emn⟩ = |am⟩ ⊗ |bn⟩ , 1 ≤ m ≤M, 1 ≤ n ≤ N}

• 不同本征态 |a1⟩ |b1⟩ 和 |a2⟩ |b2⟩ 的叠加

|ψ⟩12 ∼ |a1⟩ |b1⟩+ |a2⟩ |b2⟩

• 上述叠加态不可能写成 A、B 各自子系统中某个状态 |ϕ⟩A 和 |η⟩B 直积的
形式

|ψ⟩12 ̸= |ϕ⟩A ⊗ |η⟩B

这样的态被称为纠缠态
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复合系统和纠缠态

• 贝尔态 (Bell state)

1√
2
(|00⟩+ |11⟩)

• GHZ 态

|GHZ⟩ = 1√
2
(|000⟩+ |111⟩)

• W 态

|W ⟩ = 1√
3
(|001⟩+ |010⟩+ |100⟩)

• NOON 态

|NOON⟩ = 1√
2

(
|N⟩A |0⟩B + |0⟩A |N⟩B

)
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复合系统和纠缠态

• 以下量子态是否可以称为纠缠态

|ψ⟩ = 1

2
(|00⟩+ |01⟩+ |10⟩+ |11⟩)

可以发现

|ψ⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩)A ⊗

1√
2
(|0⟩+ |1⟩)B

不是纠缠态
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复合系统和纠缠态
对于两体系统，任意纯态可以写成

|ψ⟩ =
∑
m,n

cmn |am⟩ |bn⟩

• cmn 为矩阵 C 的元素，维度为 M ×N
• 奇异值分解 (singular value decomposition)

C = U ·D · V

• ψ 可以在新的基矢下展开

|ψ⟩ =
∑
m,n

∑
k

UmkDkkVkn |am⟩ |bn⟩

=
∑
k

Dkk

(∑
m

Umk |am⟩

)
⊗

(∑
n

Vkn |bn⟩

)
=
∑
k

Dkk |k⟩A ⊗ |k⟩B

• 如果 Dkk 只有一个非零元素，ψ 为直积态
• 如果 Dkk 有大于一个非零元素，ψ 为纠缠态

21 / 77



大
湾
区
大
学

复合系统和纠缠态

• 如果存在多个不可分割的态叠加，则每个组分越均匀，纠缠度越高
• 两组分系统，四个最大纠缠态∣∣ϕ+〉 = 1√

2

(
|0⟩A |0⟩B + |1⟩A |1⟩B

)
∣∣ϕ−〉 = 1√

2

(
|0⟩A |0⟩B − |1⟩A |1⟩B

)
∣∣ψ+〉 = 1√

2

(
|0⟩A |1⟩B + |1⟩A |0⟩B

)
∣∣ψ−〉 = 1√

2

(
|0⟩A |1⟩B − |1⟩A |0⟩B

)
以上这些都称为贝尔态，在量子信息和量子计算中有着极其重要的作用
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薛定谔方程与表象

ih̄∂t |ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩

• 幺正变换 |ψ(t)⟩ = Û |ϕ(t)⟩，则哈密顿量变为

ih̄∂tÛ |ϕ(t)⟩ = ĤÛ |ϕ(t)⟩

• 若 Û 不含时，上式两边乘以 Û†

ih̄∂t |ϕ(t)⟩ = Û†ĤÛ |ϕ(t)⟩

• 有效哈密顿量为

Heff = Û†ĤÛ
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• 幺正变换 |ψ(t)⟩ = Û |ϕ(t)⟩，则哈密顿量变为

ih̄∂tÛ |ϕ(t)⟩ = ĤÛ |ϕ(t)⟩

• 若 Û(t) 是含时的，

ih̄Û†(t)
[
∂tÛ

]
|ϕ(t)⟩+ ih̄Û†(t)Û(t)∂t |ϕ(t)⟩ = Û†(t)ĤÛ(t) |ϕ(t)⟩
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• 幺正变换 |ψ(t)⟩ = Û |ϕ(t)⟩，则哈密顿量变为

ih̄∂tÛ |ϕ(t)⟩ = ĤÛ |ϕ(t)⟩

• 若 Û(t) 是含时的，

ih̄∂t |ϕ(t)⟩ =
{
Û†(t)ĤÛ(t)− ih̄Û†(t)

[
∂tÛ(t)

]}
|ϕ(t)⟩
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Û†(t)ĤÛ(t)− ih̄Û†(t)
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薛定谔方程与表象

Ĥeff = Û†(t)ĤÛ(t)− ih̄Û†(t)
[
∂tÛ(t)

]
• 海森堡表象 (绘景): 若 Û(t) = exp

(
− i

h̄
Ht
)

Ĥeff = 0

• 所有算符在新的表象下

Â→ Û†ÂÛ
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薛定谔方程与表象

Ĥeff = Û†(t)ĤÛ(t)− ih̄Û†(t)
[
∂tÛ(t)

]
• 相互作用表象 (绘景): 若 Û(t) = exp

(
− i

h̄
H0t

)
Ĥeff = exp

(
i

h̄
Ĥ0t

)
(Ĥ0 + V̂ ) exp

(
− i
h̄
Ĥ0t

)
− ih̄ exp

(
i

h̄
Ĥ0t

)
∂t exp

(
− i
h̄
Ĥ0t

)
= exp

(
i

h̄
Ĥ0t

)
V̂ exp

(
− i
h̄
Ĥ0t

)
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例子 1

二能级系统

H = ω1 |1⟩⟨1|+ ω2 |2⟩⟨2|+Ω |1⟩⟨2|+Ω |2⟩⟨1|
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例子 1

二能级系统

H =

(
ω1 Ω
Ω ω2

)
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例子 1

二能级系统

H =

(
ω1 Ω
Ω ω2

)
• 对角化 Ĥ

ĤÛ = Û

(
−
√
∆ω2 +Ω2

√
∆ω2 +Ω2

)
其中 ∆ω = ω2 − ω1

• v1 和 v2 为正交归一化的本征态，Û = (v1, v2)

• 时间演化

|ψ(t)⟩ = (|v1⟩⟨v1|+ |v2⟩⟨v2|) |ψ(t)⟩

= c1e
i
√

∆ω2+Ω2t |v1⟩+ c2e
−i
√

∆ω2+Ω2t |v2⟩

c1 = ⟨v1|ψ(0)⟩, c2 = ⟨v2|ψ(0)⟩ 为初态在本征态上的投影系数
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例子 2
二能级系统

H = ∆ω |2⟩⟨2|+Ωeiωct |1⟩⟨2|+Ωe−iωct |2⟩⟨1|

设 Û = exp(−iωct |2⟩⟨2|), 则

Ĥeff = Û†ĤÛ − ih̄Û†∂tÛ

• 利用公式

eαÂB̂e−αÂ = B̂ + α
[
Â, B̂

]
+
α2

2!

[
Â, [Â, B̂]

]
+ . . .

求

eiωct|2⟩⟨2| |1⟩⟨2| e−iωct|2⟩⟨2|

= |1⟩⟨2|+ iωct[|2⟩⟨2| , |1⟩⟨2|] +
(iωct)

2

2!
[|2⟩⟨2| , [|2⟩⟨2| , |1⟩⟨2|]] + . . .

= |1⟩⟨2| − iωct |1⟩⟨2|+
(iωct)

2

2!
|1⟩⟨2|+ . . .

=e−iωct |1⟩⟨2|
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谐振子量子化
一维谐振子

H =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2

• 动量算符 p̂ = −ih̄∂x，满足 [x̂, p̂] = ih̄

• 薛定谔方程 (
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+

1

2
mω2x2

)
ψ(x) = Enψ(x)

严格可解的二阶微分方程
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谐振子量子化
一维谐振子

H =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2

• 定义算符

â =
1√

2mh̄ω
(mωx̂+ ip̂) , â† =

1√
2mh̄ω

(mωx̂− ip̂)

• 利用 [x̂, p̂] = ih̄，可以得到 [
â, â†

]
= 1

• 把 x̂ 和 p̂ 代入 H

x̂ =

√
h̄

2mω
(a+ a†), p̂ = −

√
mh̄ω

2
(a− a†)

得到

H =
1

2

(
ââ† + â†â

)
= h̄ω

(
â†â+

1

2

)
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谐振子量子化
一维谐振子

H = h̄ω

(
â†â+

1

2

)

• 假定谐振子的本征态 |n⟩，对应本征能量为 En

H |n⟩ = En |n⟩

• 对易关系[
â, Ĥ

]
=
[
â, h̄ωâ†â

]
= h̄ωâ,

[
â†, Ĥ

]
=
[
â†, h̄ωâ†â

]
= −h̄ωâ†

可得

Ĥâ |n⟩ =
(
âĤ − h̄ωâ

)
|n⟩ = (En − h̄ω) â |n⟩ ,

Ĥâ† |n⟩ =
(
â†Ĥ + h̄ωâ†

)
|n⟩ = (En + h̄ω) â† |n⟩

1. â |n⟩ 是本征态，对应本征能量为 En − h̄ω
2. â† |n⟩ 是本征态，对应本征能量为 En + h̄ω

29 / 77



大
湾
区
大
学

谐振子量子化

• â† 产生能量 h̄ω, â 湮灭能量 h̄ω →
产生算符 â†、湮灭算符 â

• 将 â 不断作用到 |n⟩ 上，由于谐振子能量不可能小于 0，当 â 作用到基
态上时，不会有新的状态出现，因此

â |0⟩ = 0

• 基态能量：Ĥ |0⟩ = h̄ω
(
â†â+ 1

2

)
|0⟩ = 1

2
h̄ω

• 算符作用：假定

â |n⟩ = αn |n− 1⟩ , â† |n⟩ = βn |n+ 1⟩
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谐振子量子化

• 由 â†â |n⟩ = â†αn |n− 1⟩ = βn−1αn |n⟩ 可以得到

βn−1αn = n

• 由于 â 是厄米算符 → αn = β∗
n−1

31 / 77



大
湾
区
大
学

谐振子量子化

• 由 â†â |n⟩ = â†αn |n− 1⟩ = βn−1αn |n⟩ 可以得到

βn−1αn = n

• 由于 â 是厄米算符 → αn = β∗
n−1

一般，可以认为 αn 和 βn 为实数，所以 αn =
√
n, βn =

√
n+ 1

31 / 77



大
湾
区
大
学

谐振子量子化

• 由 â†â |n⟩ = â†αn |n− 1⟩ = βn−1αn |n⟩ 可以得到

βn−1αn = n

• 由于 â 是厄米算符 → αn = β∗
n−1

最后，得到

â |0⟩ = 0, â†â |n⟩ = n |n⟩

â |n⟩ =
√
n |n− 1⟩ , â† |n⟩ =

√
n+ 1 |n+ 1⟩
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谐振子量子化

本征态

|n⟩ ∝
(
â†
)n
|0⟩

• 归一化

⟨0|ân
(
â†
)n
|0⟩ = n!
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谐振子量子化

本征态

|n⟩ =
(
â†
)n

√
n!
|0⟩
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谐振子量子化

• |n⟩ 为粒子数算符 N̂ = â†â 的本征态
• Fock 态表象，粒子数表象

âmn = ⟨m|â|n⟩ =
√
nδm,n−1, â†mn =

√
n+ 1δm,n+1

矩阵形式

â =


0 1 0 0 · · ·
0 0

√
2 0 · · ·

0 0 0
√
3 · · ·

...
...

... · · ·


â† = ?
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第一章

量子光学简介

量子力学公设

谐振子量子化

电磁场及其量子化

热平衡光场

量子相位算符

总结
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经典电磁场

无源条件下

∇ ·B = 0

∇×E = −∂B
∂t

∇ ·D = 0

∇×H =
∂D

∂t

其中 B = µ0H, D = ϵ0E, c2 = 1/(ϵ0µ0)

• E: 电场
• D: 电位移矢量
• B: 磁通量密度
• H: 磁场强度
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经典电磁场

• 引入矢量势 A 和标量势 Φ

B = ∇×A, E = −∇Φ− ∂A

∂t

• 给定一个解析函数

A′ = A+∇f, Φ′ = Φ− 1

c

∂f

∂t

(A,Φ) 和 (A′,Φ′) 都对应同样的场强 (E,B)

• 库仑规范 ∇ ·A = 0
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经典电磁场

∇× (∇×E) = − ∂

∂t
(∇×B)

=⇒ ∇(∇ ·E)−∇2E = µ0
∂

∂t

∂

∂t
D

∇2E − 1

c2
∂2E

∂t2
= 0

• 电场的波动方程
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经典电磁场

∇× (∇×H) =
∂

∂t
(∇×D)

=⇒ 1

µ0
∇(∇ ·B)− 1

µ0
∇2B = −ϵ0

∂

∂t

∂

∂t
B

∇2B − 1

c2
∂2B

∂t2
= 0

• 磁场的波动方程
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大
学

经典电磁场

由 ∇×H = ∂D
∂t
可得

∇× 1

µ0
(∇×A) = ϵ0

∂

∂t

(
−∇Φ− ∂A

∂t

)
→ ∇(∇ ·A)−∇2A =

1

c2
∂

∂t

(
−∇Φ− ∂A

∂t

)
→
(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
A = ∇

(
1

c2
∂Φ

∂t
+∇ ·A

)
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经典电磁场

由 ∇×H = ∂D
∂t
可得

∇× 1

µ0
(∇×A) = ϵ0

∂

∂t

(
−∇Φ− ∂A

∂t

)
→ ∇(∇ ·A)−∇2A =

1

c2
∂

∂t

(
−∇Φ− ∂A

∂t

)
→
(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
A = ∇

(
1

c2
∂Φ

∂t
+∇ ·A

)
选库仑规范 ∇ ·A = 0，由 ∇ ·E = 0 可以得到

∇2Φ = − ∂

∂t
∇ ·A

因此在无源场下，可以令 Φ = 0。从而，得到以下方程

∇2A− 1

c2
∂2A

∂t2
= 0

• Wave equation
只需要解三个方程之一就可以
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谐振腔内电磁场的量子化
腔内电磁场满足的方程

∇2A− 1

c2
∂2A

∂t2
= 0

• 变量分离法
• 认为电场是许多本征模式的叠加

A(r, t) =
1√
ϵ0

∑
m

qm(t)um(r)

• um(r) 为本征模式、qm(t) 为随时间变化的系数

∇2um(r) + k2mum(r) = 0,
d2qm
dt2 + c2k2mqm = 0

• 本征模式满足正交归一性∫
um(r)un(r) dV = δmn

• 得到电场和磁场

E = −∂A
∂t

= − 1√
ϵ0

∑
m

q̇m(t)um(r)

H =
1

µ0
∇×A =

c
√
µ0

∑
m

qm(t)∇× um(r)
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谐振腔内电磁场的量子化

∇2ul(r) + k2l ul(r) = 0

得到

ul(r) = C1e
−ikl·r + C2e

ikl·r

边界条件

C1 + C2 = 0, C1e
−iklL + C2e

iklL = 0

→ ul(x) = C1e
−iklx − C1e

iklx where klL = nπ
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谐振腔内电磁场的量子化

∇2ul(r) + k2l ul(r) = 0

得到

ul(r) = C1e
−ikl·r + C2e

ikl·r

边界条件

C1 + C2 = 0, C1e
−iklL + C2e

iklL = 0

→ ul(x) =

√
2

L
sin(klx) where klL = nπ

39 / 77



大
湾
区
大
学

谐振腔内电磁场的量子化

腔内电磁场的总能量

HEM =
1

2

∫
V

(
ϵ0E

2 + µ0H
2)dV

=
1

2

∫
V

dV
[∑
m,n

q̇mq̇num(r) · un(r) + c2qm(t)qn(t)(∇× um) · (∇× un)

]
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谐振腔内电磁场的量子化

∇ · [(∇× um)× un] = (∇×∇× um) · un − (∇× um) · (∇× un)

得到积分∫
(∇× um) · (∇× un) dV =

∫
(∇×∇× um) · un dV −

∫
∇ · [(∇× um)× un] dV

=

∫
(∇×∇× um) · un dV −

∫
∂V

[(∇× um)× un] · n dS

=

∫
(∇×∇× um) · un dV +

∫
∂V

(∇× um) · (un × n) dS

=

∫
k2mum · un dV

= k2mδmn

• 高斯散度定理
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谐振腔内电磁场的量子化

腔内电磁场的总能量

HEM =
1

2

∫
V

(
ϵ0E

2 + µ0H
2) dV

=
1

2

∫
V

[∑
m,n

q̇mq̇num(r)un(r) + c2qm(t)qn(t)(∇× um)(∇× un)

]
dV

=
1

2

∑
m

(
q̇2m + c2k2mq

2
m

)
≡
∑
m

(
q̇2m
2

+
1

2
ω2
mq

2
m

)

• 频率 ωm = ckm

• 标准的谐振子模型
• 电磁场是大量无耦合、单位质量的谐振子的集合
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谐振腔内电磁场的量子化

对于第 l 个模式

Hl =
q̇2l
2

+
1

2
ω2
l q

2
l →

p̂2l
2

+
1

2
ω2
l q̂

2
l

• 定义谐振子的产生和湮灭算符

âl =
1√
2h̄ωl

(ωlq̂l + ip̂l) , â†l =
1√
2h̄ωl

(ωlq̂l − ip̂l)

• 哈密顿量写为

HEM =
∑
l

h̄ω

(
a†l al +

1

2

)
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谐振腔内电磁场的量子化

在海森堡绘景下

ih̄
dâl(t)

dt =
[
âl(t), Ĥ

]
= h̄ωlâl(t)

得到

âl(t) = e−iωltâl(0)
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谐振腔内电磁场的量子化

把

q̂l =

√
h̄

2ωl

(
âl + â†l

)
, p̂l =

1

i

√
h̄ωl

2

(
âl − â†l

)
代回电磁场的表达式

Â(r, t) =
1√
ϵ0

∑
l

q̂lul(r) =
∑
l

√
h̄

2ωlϵ0

[
âl(t) + â†l (t)

]
ul(r)

Ê(r, t) = −∂Â(r, t)

∂t
=
∑
l

i

√
h̄ωl

2ϵ0

[
âl(t)− â†l (t)

]
ul(r)

Ĥ(r, t) =
1

µ0
∇× Â(r, t) =

∑
l

1

µ0

√
h̄

2ωlϵ0

[
âl(t) + â†l

]
∇× ul(r)
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谐振腔内电磁场的量子化

在 Fock 态中，电磁场的期望值

⟨n|Ê|n⟩ = 0, ⟨n|Ĥ|n⟩ = 0

这有什么物理解释?

• 相位不确定性：不确定关系 ∆n∆ϕ ≥ 1
2

• 对于 Fock 态，粒子数是确定的，也就是 ∆n = 0，必须要求 ∆ϕ 无限大，
因此 ϕ 趋向于均匀分布在 [0, 2π] 区间
• 量子涨落：∆E2 = ⟨n|Ê2|n⟩ − ⟨n|Ê|n⟩2 ̸= 0

• 真空涨落：n = 0 时，仍然有 ∆E2 ̸= 0

→ 卡西米尔效应 (Casimir effect)
• 与经典物理的对比：经典电磁场，单色平面波有明确的振福和相位
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• 真空涨落：n = 0 时，仍然有 ∆E2 ̸= 0

→ 卡西米尔效应 (Casimir effect)
• 与经典物理的对比：经典电磁场，单色平面波有明确的振福和相位

46 / 77



大
湾
区
大
学

谐振腔内电磁场的量子化

基态的能量无穷大

⟨0|HEM|0⟩ =
∑
l

1

2
h̄ωl

l 有无穷多个，也就是基态能量无穷大，这有什么物理意义?
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自由空间电磁场的量子化

∇2A(r, t)− 1

c2
∂2A

∂t2
= 0

• 设电磁场

A(r, t) =
1√
ϵ0

∑
q(t)u(r)

• ∇2 的本征模式是什么？

−∇2u(r) =
ω2

c2
u(r)

• 库仑规范 ∇ ·A(r, t) = 0→ ∇ · u(r) = 0
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自由空间电磁场的量子化

∇2A(r, t)− 1

c2
∂2A

∂t2
= 0

• 本征模式

u(r) = ε(k)
eik·r√
V

ε(k) 是极化矢量
• 本征值

(k · k)u(r) = ω2

c2
u(r)

→ ω2 = c2(k · k)
ω = kc
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自由空间电磁场的量子化

∇2A(r, t)− 1

c2
∂2A

∂t2
= 0

∇ · u(r) = 0 得到 k · ε = 0
→ 横波

→ 一个 k, 极化方向有两个自由度
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自由空间电磁场的量子化

∇2A(r, t)− 1

c2
∂2A

∂t2
= 0

• 电磁场

A(r, t) =
∑
k

2∑
j=1

qj(k, t)√
ϵ0

eik·r√
V

εj(k)

• A(r, t) 是实的，要求

qj(−k, t)εj(−k) = q∗j (k, t)εj(k)

可以取： qj(−k, t) = q∗j (k, t), εj(k) = εj(−k)

• 考虑的是一个边长 L 的正方体，存在周期性边界条件，当 L→∞ 自然
过渡到自由空间

eikxx = eikx(x+L) → kx =
2πm

L
, m = 0,±1,±2, . . .

eikyy = eiky(y+L) → ky =
2πn

L
, n = 0,±1,±2, . . .

eikzz = eikz(z+L) → kx =
2πl

L
, l = 0,±1,±2, . . .
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自由空间电磁场的量子化

∇2A(r, t)− 1

c2
∂2A

∂t2
= 0

当 L 趋于无穷，∆k → 0，把求和变成积分∑
k

→ 1

∆k3

∫
dkx dky dkz →

(
L

2π

)3 ∫
dk
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自由空间电磁场的量子化

∇2A(r, t)− 1

c2
∂2A

∂t2
= 0

得到

A(r, t) =
V

(2π)3

∫
[dk]

∑
j

qj(k, t)√
ϵ0

eik·r√
V

εj(k)

E(r, t) = −∂A
∂t

= − V

(2π)3

∫
[dk]

∑
j

q̇j(k, t)√
ϵ0

eik·r√
V

εj(k)

H(r, t) =
∇×A

µ0
=

V

(2π)3

∫
[dk]

∑
j

qj(k, t)

µ0
√
ϵ0

eik·r√
V

[ik × εj(k)]
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自由空间电磁场的量子化

H =

∫
dr
(ε0
2
E2 +

µ0

2
H2
)

=
V

(2π)3

∫
dk
∑
j

[
q̇∗j (k, t)q̇j(k, t)

2
+

1

2
ω2
kq

∗
j (k, t)qj(k, t)

]
• 注意与标准谐振子的不同
• qj(−k, t) = q∗j (k, t)

• 算符化

q̇j(k, t)→ pj(k, t)→ p̂j(k, t)

qj(k, t)→ q̂j(k, t)

• 对易关系 [
q̂r(k, t), p̂

†
s(k

′, t)
]
= ih̄δrsδk,k′

or[
q̂r(k, t), p̂s(k

′, t)
]
= ih̄δrsδk,k′
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自由空间电磁场的量子化
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∫
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q̇j(k, t)→ pj(k, t)→ p̂j(k, t)

qj(k, t)→ q̂j(k, t)

• 对易关系 [
q̂r(k, t), p̂

†
s(k

′, t)
]
= ih̄δrsδk,k′✓

or[
q̂r(k, t), p̂s(k

′, t)
]
= ih̄δrsδk,k′×
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自由空间电磁场的量子化

如果 [q̂r(k, t), p̂s(k
′, t)] = ih̄δrsδk,k′，那么

q̂r(k, t)p̂s(k
′, t)− p̂s(k′, t)q̂r(k, t) = ih̄δrsδk,k′

=⇒ p̂†s(k
′, t)q̂†r(k, t)− q̂†r(k, t)p̂†s(k′, t) = −ih̄δrsδk,k′

=⇒ p̂s(−k′, t)q̂r(−k, t)− q̂r(−k, t)p̂s(−k′, t) = −ih̄δrsδk,k′

=⇒ p̂s(−k′, t)q̂r(−k, t)− q̂r(−k, t)p̂s(−k′, t) = −ih̄δrsδ−k,−k′

=⇒ p̂s(k
′, t)q̂r(k, t)− q̂r(k, t)p̂s(k′, t) = −ih̄δrsδk,k′ ← 与第一行矛盾

所以，只能是 [
q̂r(k, t), p̂

†
s(k

′, t)
]
= ih̄δrsδk,k′
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定义算符

âj(k, t) =
1√
2h̄ωk

[ωk q̂j(k, t) + ip̂j(k, t)]

â†j(k, t) =
1√
2h̄ωk

[
ωk q̂

†
j (k, t)− ip̂

†
j(k, t)

]
对易关系

[
âr(k, t), â

†
s(k

′, t)
]
= δrsδk,k′[

âr(k, t), âs(k
′, t)
]
= 0

把 q̂j 和 p̂j 代回哈密顿量

Ĥ =
V

(2π)3

∫
dk
∑
j

h̄ωk

[
â†j(k, t)âj(k, t) +

1

2

]
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场算符可以写为

Â(r, t) =
V

(2π)3

∫
dk

∑
j

√
h̄

2ωkϵ0

[
âj(k, t) + â†j(−k, t)

] eik·r
√
V

εj(k)

Ê(r, t) = −
∂Â

∂t
=

V

(2π)3

∫
dk

∑
j

i

√
h̄ωk

2ϵ0

[
âj(k, t)− â†j(−k, t)

] eik·r
√
V

εj(k)

Ĥ(r, t) =
∇× Â

µ0
=

V

(2π)3

∫
dk

∑
j

1

µ0

√
h̄

2ωkϵ0

[
âj(k, t) + â†j(−k, t)

] eik·r
√
V

[ik × εj(k)]
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海森堡方程

ih̄
∂âj(r, t)

∂t
=
[
âj(k, t), Ĥ

]
= h̄ωkâj(k, t)

得到

âj(k, t) = e−iωktâj(k, 0) = e−iωktâj(k)
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自由空间电磁场的量子化

场算符可以写为

Â(r, t) =
V

(2π)3

∫
dk

∑
j

√
h̄

2ωkϵ0

[
âj(k)e

−iωkt + â†j(−k)eiω−kt
] eik·r

√
V

εj(k)

Ê(r, t) =
V

(2π)3

∫
dk

∑
j

i

√
h̄ωk

2ϵ0

[
âj(k)e

−iωkt − â†j(−k)eiω−kt
] eik·r

√
V

εj(k)

Ĥ(r, t) =
V

(2π)3

∫
dk

∑
j

1

µ0

√
h̄

2ωkϵ0

[
âj(k)e

−iωkt + â†j(−k)eiω−kt
] eik·r

√
V

[ik × εj(k)]
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自由空间电磁场的量子化

场算符可以写为

Â(r, t) =
V

(2π)3

∫
dk

∑
j

√
h̄

2ωkϵ0

[
âj(k)e

−iωkt+ik·r εj(k)√
V

+ H. c.
]

Ê(r, t) =
V

(2π)3

∫
dk

∑
j

√
h̄ωk

2ϵ0

[
iâj(k)e

−iωkt+ik·r εj(k)√
V

+ H. c.
]

Ĥ(r, t) =
V

(2π)3

∫
dk

∑
j

1

µ0

√
h̄

2ωkϵ0

[
âj(k)e

−iωkt+ik·r ik × εj(k)√
V

+ H. c.
]
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动量算符

P̂ =ϵ0µ0

∫
dr Ê(r, t)× Ĥ(r, t)

=
V 2

(2π)6
h̄

2

∫
dr
∫

dk
∫

dk′
∑
j,r

[
iâj(k)e

−iωkt+ik·r εj(k)√
V

+ H. c.
]

×
[
âr(k

′)e−iωk′ t+ik′·r ik
′ × εr(k′)√

V
+ H. c.

]
利用公式 1

(2π)3

∫
dr ei(k−k′)·r = δ(k − k′)

P̂ =
V

(2π)3

∫
dk
∑
j

h̄k

[
â†j(k)âj(k) +

1

2

]
=

V

(2π)3

∫
dk
∑
j

h̄kâ†j(k)âj(k)

• 光子数的本征态也是动量的本征态
• 一个光子的动量为 h̄k
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角动量算符

Ĵ(t) =

∫
dr r × ϵ0µ0

[
Ê(r, t)× Ĥ(r, t)

]
= ϵ0

∫
dr r ×

[
Ê(r, t)× (∇× Â(r, t))

]
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角动量算符

Ĵ(t) =

∫
dr r × ϵ0µ0

[
Ê(r, t)× Ĥ(r, t)

]
= ϵ0

∫
dr r ×

[
Ê(r, t)× (∇× Â(r, t))

]
• 爱因斯坦求和约定推导上面的被积函数
• 利用 εklmεmnp = δknδlp − δkpδln，得到

εijkrjεklmElεmnp∂nAp = εijkrjEl∂kAl − εijkrjEl∂lAk

• 上面第二项的积分使用分部积分，由于 ∂lEl = 0 和 ∂lrj = δlj，被积函数
可以写为

εijkrjEl∂kAl + εijkElAk = Êa (r ×∇) Âa + Ê × Â
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角动量算符

Ĵ(t) =

∫
dr r × ϵ0µ0

[
Ê(r, t)× Ĥ(r, t)

]
= ϵ0

∫
dr r ×

[
Ê(r, t)× (∇× Â(r, t))

]
= ϵ0

∫
dr (Ê × Â) + ϵ0

∫
dr Êa (r ×∇) Âa
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角动量算符

Ĵ(t) = ϵ0

∫
dr (Ê × Â) + ϵ0

∫
dr Êa (r ×∇) Âa

• 第一项为电磁波的自旋角动量
• 第二项为电磁波的轨道角动量
• 平面波下: 比如场往 z 方向传播 E ∼ e±ik·z, A ∼ e±ik·z =⇒ 第二项为零∫

e±ik·z(r × kz z⃗)e±ik·z dr → 0
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自旋角动量

Ŝ(t) =ϵ0

∫
dr Ê(r, t)× Â(r, t)

=
V 2

(2π)6

∫
dk dk′

∑
r,s

1

2

[
iâr(k)e

−iωkt+ik·r εr(k)√
V

+ H. c.
]

×
[
âs(k

′)e−iωk′ t+ik′·r εs(k
′)√
V

+ H. c.
]

• 极化矢量满足

εj(−k) = εj(k), ε1(k)× ε2(k) = k̂,

• 叉乘的存在只能是 r ̸= s

Ŝ(t) =
V

(2π)3

∫
dk ih̄k̂

[
â†2(k)â1(k)− â

†
1(k)â2(k)

]
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自旋角动量

Ŝ(t) =
V

(2π)3

∫
dk ih̄k̂

[
â†2(k)â1(k)− â

†
1(k)â2(k)

]
• Ŝ 的的本征态是什么？

• 做线性变换

âR =
â1(k)− iâ2(k)√

2
, âL =

â1(k) + iâ2(k)√
2

满足对易关系[
âL(k), âL(k

′)
]
= δk,k′ ,

[
âL(k), âR(k

′)
]
= 0
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自旋角动量

Ŝ =
V

(2π)3

∫
dk h̄k̂

[
â†R(k)âR − âL(k)âL(k)

]
• âR/L 产生一个光子：处在垂直极化的两个状态的叠加态
• 右旋极化的光子态

|1⟩k,R = â†R(k) |0⟩ =
â†1(k) + iâ†2(k)√

2
|0⟩ = 1√

2

(
|1⟩k,1 + i |1⟩k,2

)
• 左旋极化的光子态

|1⟩k,L = â†L(k) |0⟩ =
â†1(k)− iâ

†
2(k)√

2
|0⟩ = 1√

2

(
|1⟩k,1 − i |1⟩k,2

)
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自旋角动量

Ŝ =
V

(2π)3

∫
dk h̄k̂

[
â†R(k)âR − âL(k)âL(k)

]
• 本征值

Ŝ |1⟩k,R = +h̄k̂ |1⟩k,R
Ŝ |1⟩k,L = −h̄k̂ |1⟩k,L

• 自旋方向平行于 k 的方向
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热平衡光场

• 系统温度 T，粒子数 N → 正则系综
• 配分函数

Z = tr
(
e−βĤ

)
= tr

(∑
n

|n⟩⟨n| e−βĤ

)
=
∑
n

⟨n|e−βĤ |n⟩ =
∑
n

e−βh̄ω(n+ 1
2
)

=
e−βh̄ω/2

1− e−βh̄ω

• 第 n 个 Fock 态的概率

Pn =
1

Z
e−βEn
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• 系统温度 T，粒子数 N → 正则系综
• 配分函数

Z = tr
(
e−βĤ

)
= tr

(∑
n

|n⟩⟨n| e−βĤ

)
=
∑
n

⟨n|e−βĤ |n⟩ =
∑
n

e−βh̄ω(n+ 1
2
)

=
e−βh̄ω/2

1− e−βh̄ω

• 第 n 个 Fock 态的概率

Pn =
1

Z
e−βEn

• 密度矩阵

ρ =
∑
n

Pn |n⟩⟨n| =
∞∑

n=0

1− e−βh̄ω

enβh̄ω
|n⟩⟨n|

61 / 77



大
湾
区
大
学

热平衡光场

平均粒子数

n̄ = tr(âρ) = (1− e−βh̄ω)

∞∑
n=0

e−nβh̄ωn

• 设 λ = βh̄ω, 有 g(λ) =
∑∞

n=0 e
−nλ = 1

1−e−λ

n̄ = (1− e−λ)g′(λ) =
1

eλ − 1
=

1

e
h̄ω

kBT − 1

• 玻色-爱因斯坦分布
• 光子能量越高，平均粒子数越小
• 室温下，波长 λ ∈ (10, 100)µm，平均粒子数约为 1

密度矩阵

ρ =

∞∑
n=0

n̄n

(1 + n̄)n+1
|n⟩⟨n|
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热库系统与主方程

〈
n2〉 = tr

(
n̂2ρ
)
= 2n̄2 + n̄

粒子数涨落

∆n =

√
⟨n2⟩ − ⟨n⟩2 = n̄2 + n̄

• 当 n̄≫ 1, → ∆n ≈ n̄+ 1/2

• 当 n̄≪ 1, → ∆n ≈
√
n̄
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量子相位算符

任何一个复矩阵 A，可以分解为

A = hU, where h =
√
AA†

• U 为幺正矩阵
• 产生和湮灭算符

â† = e−iϕ̂
√
ââ†, â =

√
ââ†eiϕ̂

• 采用 Susskind 和 Glogower 的定义

eiϕ̂ =
1√
ââ†

â, e−iϕ̂ = â†
1√
ââ†

â
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量子相位算符

eiϕ̂ |n⟩ = 1√
ââ†

â |n⟩ =

{
0, n = 0

|n− 1⟩ , n ̸= 0

e−iϕ̂ |n⟩ = â†
1√
ââ†
|n⟩ = |n+ 1⟩

• 在 Fock 态表象中：

eiϕ̂ =
∞∑

n=0

|n⟩⟨n+ 1| , e−iϕ̂ =
∞∑

n=0

|n+ 1⟩⟨n|

• 可以验证：eiϕ̂e−iϕ̂ = I, e−iϕ̂eiϕ̂ = I − |0⟩⟨0|,
[
eiϕ̂, e−iϕ̂

]
= |0⟩⟨0|

• 所以，eiϕ̂ 不是一个幺正算符 → ϕ̂ 不是厄米算符
• 这与 Fock 态空间的限制密切相关：n ≥ 0
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量子相位算符

引入一对厄米算子

cos ϕ̂ =
eiϕ̂ + e−iϕ̂

2
, sin ϕ̂ =

eiϕ̂ − e−iϕ̂

2i

满足关系

[cos ϕ̂, sin ϕ̂] = i

2
|0⟩⟨0|

cos2 ϕ̂+ sin2 ϕ̂ = I − 1

2
|0⟩⟨0|

[n̂, cos ϕ̂] = −i sin ϕ̂
[n̂, sin ϕ̂] = i cos ϕ̂
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量子相位算符
从对易关系

[
n̂, eiϕ̂

]
= −eiϕ̂，可以得到

n̂+ 1 = eiϕ̂n̂e−iϕ̂

∗
= n̂+ i[ϕ̂, n̂] +

i2

2!
[ϕ̂, [ϕ̂, n̂]] + . . .

• 这里强行使用了 Baker-Hausdorf 公式
• 对比左右两边，得到 [

n̂, ϕ̂
]
= i

• 不确定性关系 (∆n)(∆ϕ)
∗
≥ 1/2

• 问题 1：如果 ∆n 很小时，由于相位只能是 ∈ [0, 2π]，所以 ∆ϕ 不可能无
限大
• 问题 2：在 Fock 态上

(m− n) ⟨m|ϕ̂|n⟩ ∗
= iδmn

若 m = n，则得到 0 = i

• eiϕ̂ 不是可逆算符，BCH 公式的结果不成立
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量子相位算符

• 无穷维变成有限的
• 连续的变成离散的
在 [0, 2π] 之间取 M 个离散点，因此相位的空间就是 M + 1，定义参考相位态

|θ0⟩ =
1√

M + 1

M∑
n=0

einθ0 |n⟩

构造相位空间的正交基，θk = θ0 +
2kπ
M+1

, k = 0, 1, . . . ,M :

|θk⟩ =
1√

M + 1

M∑
n=0

einθk |n⟩
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量子相位算符

• 正交性

⟨θk|θl⟩ =
1

M + 1

∑
m,n

⟨m|e−imθkeinθl |n⟩

• 完备性

M∑
k=0

|θk⟩⟨θk| =
M∑
k=0

1

M + 1

M∑
m,n=0

einθk |n⟩ ⟨m| e−imθk

=
1

M + 1

∑
k

∑
n,m

ei(n−m) 2kπ
M+1 |n⟩⟨m|

=
∑
m

|m⟩⟨m|

= IM+1
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量子相位算符

Fock 态可以用相位空间基矢表示

|n⟩ =
M∑
k=0

|θk⟩ ⟨θk|n⟩

=
∑
k

|θk⟩
1√

M + 1

∑
m

⟨m|e−imθk |n⟩

=
1√

M + 1

M∑
k=0

e−inθk |θk⟩

指数相位算符

eiϕ̂ =
∑
k

eiθk |θk⟩⟨θk|

由正交性，可以直接得到

eiϕ̂ |θk⟩ = eiθk |θk⟩ , ϕ̂ =
∑
k

θk |θk⟩⟨θk|
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eiϕ̂ |n⟩ =
∑
k

eiθk |θk⟩⟨θk|
1√

M + 1

∑
k′

e−inθk′ |θk′⟩

=
1√

M + 1

∑
k

e−i(n−1)θk |θk⟩

• 若 n > 0，则有 eiϕ̂ |n⟩ = |n− 1⟩
• 若 n = 0，则

eiϕ̂ |0⟩ = 1√
M + 1

∑
k

e−i(−1)θk |θk⟩

=
1√

M + 1

∑
k

e−i(−θ0− 2kπ
M+1

+2π) |θk⟩

=
1√

M + 1

∑
k

e−i(−θ0+
2Mkπ
M+1

) |θk⟩

=
1√

M + 1

∑
k

e−iM(θ0+
2kπ
M+1

)+i(M+1)θ0 |θk⟩

= ei(M+1)θ0 |M⟩
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同理，可以得到

e−iϕ̂ |n⟩ =

{
|n+ 1⟩ , n < M

e−i(M+1)θ0 , n =M

在 Fock 态表象中

eiϕ̂ =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
ei(M+1)θ0 0 0 . . . 0

, e−iϕ̂ =


0 0 0 . . . e−i(M+1)θ0

1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0


容易得到

e−iϕ̂eiϕ̂ = eiϕ̂e−iϕ̂ = 1

• 这里的 e±iϕ̂ 是可逆幺正算符
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任意态 |ψ⟩ =
∑

n cn |n⟩ 的相位分布函数

W (θk) = |⟨θk|ψ⟩|2 =
1

M + 1

∣∣∣∣∣∑
n

cne
−inθk

∣∣∣∣∣
• 当 M →∞ 时，求和变成积分

lim
M→∞

M∑
k=0

=
1

∆θ

∫
dθ =

M + 1

2π

∫
dθ

• 分布函数：θ → θ + dθ 的概率为

W (θ)dθ =
1

2π

∣∣∣∣∣∑
n

cne
−inθ

∣∣∣∣∣
2

dθ
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例子：Fock 态 |N⟩

W (θ) =
1

2π

• 粒子数本征态的相位随机均匀分布
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第一章

量子光学简介

量子力学公设

谐振子量子化

电磁场及其量子化

热平衡光场

量子相位算符

总结
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Summary

• 光学发展、量子光学起源
• 量子力学公设
• 叠加态、Bloch 球、纠缠态
• 薛定谔方程与表象
• 谐振子量子化
• 电磁场量子化、光场动量和自旋
• 热平衡态
• 量子相位算符
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