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课程大纲

量子光学是研究光场的量子性质，及其与原子、分子等物质相互作用的物理学
分支，核心内容包括光子的产生、操控与探测以及光–物质的量子相干与纠缠

现象。

第一章 辐射场及其量子化 (2 次课)
第二章 量子相干态 (3 次课)
第三章 光场相干性及其干涉 (3 次课)
第四章 光场与原子相互作用 (4 次课)
第五章 热库系统与主方程 (2 次课)
第六章 激光冷却技术 (2 次课)
第七章 光学腔和光力耦合系统 (2 次课)
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参考资料

•《量子光学》，郭光灿，周祥发，科学出版社
• Quantum Optics, Marlan O. Scully, M. Suhail Zubairy, Cambridge

University Press
• Lecture of Professor Farhan Rana
• 维基百科 (wikipedia.org)
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第二章

相干态的性质

压缩相干态

光场的 Wigner 特征函数

自旋相干态/原子相干态

总结
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经典电流的辐射

光腔中电流和电磁场的耦合

H = h̄ωcâ
†â−

∫
dr j(r, t) · Â(r)

• 电流 j(r, t) = S(r) cos(ωct− θ)

• 电磁场 Â(r) =
√

h̄
2ωcϵ0

(â+ â†)u(r)

• 只考虑共振情况

Heff = Ωâ+Ω∗â†

薛定谔方程

d
dt |ψ(t)⟩ = −

i

h̄
Heff |ψ(t)⟩
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经典电流的辐射

辐射态为

|ψ(t)⟩ = exp
(
− i
h̄

∫ t

0

Heff dτ
)
|ψ(0)⟩

= exp
(
− i
h̄
Ωtâ− i

h̄
Ω∗tâ†

)
|ψ(0)⟩

≡ exp
(
αâ† − α∗â

)
|ψ(0)⟩

• 设 α(t) = − i
h̄
Ω∗t

• 若初态是真空，这个辐射态是什么态？

|α⟩ ≡ eαâ†−α∗â |0⟩

→ 相干态
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几个公式

• BCH 公式

eÂeB̂ = eÂ+B̂+ 1
2 [Â,B̂]+ 1

12
([Â,[Â,B̂]]+[B̂,[B̂,Â]])+...

如果
[
Â, B̂

]
是一个常数，

eÂeB̂ = eÂ+B̂+ 1
2
[Â,B̂], eÂeB̂ = eB̂eÂe[Â,B̂]

• BH 公式

eÂB̂e−Â = B̂ +
[
Â, B̂

]
+

1

2!

[
Â, [Â, B̂]

]
+ . . .

• 矩阵指数的导数

d
dxe

Â = eÂÂ′ +
1

2
eÂ
[
Â′, Â

]
+

1

3!

[
[Â′, Â], Â

]
+ . . .
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证明 BH 公式

设 f(t) = etÂB̂e−Â

• 一阶导数

d
dt f(t) = ÂetÂB̂e−Â − etÂB̂e−tÂÂ

=
[
Â, f(t)

]
• n 阶导数

dn

dtn f(t) = [Â, [Â, [. . . , [Â, f(t)]]]]

• f(t) 的 Taylor 展开

f(t) = f(0) + f ′(0)t+
f ′′(0)

2!
t2 + . . .

令 t = 1，即得到 BH 公式
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证明 BCH 公式

设 f(x) = exAexB = eG(x) → 只需要证明：当 x = 1 时，

G(1) = A+B +
1

2
[A,B] +

1

12
[A, [A,B]] + . . .
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设 f(x) = exAexB = eG(x) → 只需要证明：当 x = 1 时，

G(1) = A+B +
1

2
[A,B] +

1

12
[A, [A,B]] + . . .

先求下式：

e−xBe−xA d
dxe

xAexB = e−xBBexB + e−xBe−xAAexAexB

= B + e−xBAexB

= B +A+ x[A,B] +
x2

2
[B, [B,A]] + . . .
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证明 BCH 公式

设 f(x) = exAexB = eG(x) → 只需要证明：当 x = 1 时，

G(1) = A+B +
1

2
[A,B] +

1

12
[A, [A,B]] + . . .

对 G′(x) = G1 + 2xG2 + 3x2G3 + . . . 展开, 再求下式：

e−G(x) d
dxe

G(x) = G′ +
1

2
[G′, G] +

1

3!
[[G′, G], ] + . . .

= G1 + 2xG2 + x2
(
3G3 −

1

3
[G1, G2]

)
+ . . .
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xAexB = B +A+ x[A,B] +
x2

2
[B, [B,A]] + . . .

e−G(x) d
dxe

G(x) = G1 + 2xG2 + x2
(
3G3 −

1

3[G1, G2]

)
+ . . .

得到

G1 = A+B, G2 =
1

2
[A,B], G3 =

1

12
([A, [A,B]] + [B,B[A]])

从而，有

G(x) = x(A+B) +
x2

2
[A,B] +

x3

12
([A, [A,B]] + [B, [B,A]])
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相干态的性质

â |α⟩ = âeαâ†−α∗â |0⟩

• 定义 D̂(α) = eαâ†−α∗â

• 满足：D̂†(α) = D̂(−α) =
[
D̂(α)

]−1

D̂†(α)âD̂(α) = â+
[
−αâ† + α∗â, â

]
= â+ α

D̂†(α)â†D̂(α) = â† + α∗

得到 âD̂(α) = D̂(α)(â+ α)

â |α⟩ = âD̂(α) |0⟩

= D̂(α)(â+ α) |0⟩

= αD̂(α) |0⟩ = α |α⟩

|α⟩ 是算符 â 的本征态
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相干态的性质
• â 不是厄米算符，α 不是实数

â |α⟩ = α |α⟩ , ⟨α| â† = ⟨α|α∗

• 粒子数表象

|α⟩ =
∑
n

|n⟩ ⟨n|α⟩ =
∑
n

|n⟩ ⟨0| â
n

√
n!
|α⟩

=
∑
n

αn

√
n!
|n⟩ ⟨0|α⟩

归一化条件

1 = ⟨α|α⟩ =
∑
m

α∗m
√
m!
⟨α|0⟩ ⟨m|n⟩ α

n

√
n!
⟨0|α⟩

=
∑
n

|α|2n

n!
|⟨0|α⟩|2 = e|α|2 |⟨0|α⟩|2

→ ⟨0|α⟩ = e−|α|2/2

得到

|α⟩ = e−|α|2/2
∑
n

αn

√
n!
|n⟩
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相干态性质

也可以表示为

|α⟩ = e−|α|2/2
∑
n

αn

√
n!
|n⟩

= e−|α|2/2
∑
n

αn

√
n!

(â†)n√
n!
|0⟩

= e−|α|2/2eαâ†
|0⟩

BCH 公式

D̂(α) = eαâ†−α∗â = e−|α|2/2eαâ†
e−α∗â = e|α|2/2e−α∗âeαâ†
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相干态性质

平移算符

D̂†(α)âD̂(α) = â+ α, D̂†(α)â†D̂(α) = â† + α∗

有以下性质

D̂†(α)F (â, â†)D̂(α) = F (â+ α, â† + α∗)

D̂(α)D̂(β) = D̂(α+ β)e(αβ∗−α∗β)/2
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相干态性质: 非正交性

⟨α|β⟩ = ⟨0|D̂(−α)D̂(β)|0⟩

= e(−αβ∗+α∗β)/2 ⟨0|D̂(β − α)|0⟩

= exp
(
−αβ + α∗β

2

)
exp
(
−1

2
|β − α|2

)
= exp

(
−αβ + α∗β

2

)
exp
(
−α

∗α− α∗β − αβ∗ + β∗β

2

)
= exp

(
−α

∗α− 2α∗β + β∗β

2

)

• 得到 |⟨α|β⟩| = exp
(
−|α− β|2

)
• 所有的相干态不正交
• 两个相干态的交叠与 |α− β| 的大小有关

这个值越大，两个态的交叠越小
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相干态性质: 超完备性

J =

∫
d2α |α⟩⟨α|

• d2α = dx dy, 其中定义 α = x+ iy
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相干态性质: 超完备性

J =

∫
d2α |α⟩⟨α|

=
∑
n,n′

|n⟩⟨n′|√
n!n′!

∫
d2α(α∗)nαn′

exp
(
−|α|2

)
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相干态性质: 超完备性

J =

∫
d2α |α⟩⟨α|

=
∑
n,n′

|n⟩⟨n′|√
n!n′!

∫
d2α(α∗)nαn′

exp
(
−|α|2

)
=
∑
n,n′

|n⟩⟨n′|√
n!n′!

∫
dr dθ rn+n′+1e−r2ei(n

′−n)θ

= 2π
∑
n

|n⟩⟨n|
n!

∫
dr r2n+1e−r2

• 积分变换：α = reiθ
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∑
n

|n⟩⟨n|
n!

∫
dr r2n+1e−r2

= 2π
∑
n

|n⟩⟨n|
n!

∫
dxxne−x

= π
∑
n

|n⟩⟨n|

• 积分变换：α = reiθ

• 积分变换：x = r2

• Gamma 函数 Γ(z) =
∫∞
0
xz−1e−x dx
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相干态性质：超完备性

∫
d2α

π
|α⟩⟨α| = 1

∫
dα dα∗

2πi
|α⟩⟨α| = 1

17 / 114



大
湾
区
大
学

相干态性质：超完备性

• 所有的态矢量都非正交
• 数学的冗余

思考与正交基矢的区别
• 任意的态矢量在相干态表象的展开不唯一
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相干态性质

对于任何态矢量 |f⟩，可以得到

|f⟩ =
∫

d2α
1

π
|α⟩ ⟨α|f⟩ =

∫
d2αf(α, α∗) |α⟩
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相干态性质

例子：真空态 |0⟩: 一种情况 f(α) = δ(α)，或者可以展开

|0⟩ =
∫

d2α

π
⟨α|0⟩ |α⟩ =

∫
d2α

π
e−|α|2/2 |α⟩
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|0⟩ =
∫

d2α

π
⟨α|0⟩ |α⟩ =

∫
d2α

π
e−|α|2/2 |α⟩

=

∫
d2α

π
e−|α|2/2 (1 + cmα

m) |α⟩

Note that ∫
d2αe−|α|2/2αm+n =

∫
dr dθ re−r2/2rm+nei(m+n)θ = 0

所以

f(α, α∗) =


δ(α)

e−|α|2/2

e−|α|2/2(1 + cmα
m)

. . .
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相干态性质

|f⟩ = 1

π

∫
d2α |α⟩ f(α∗) exp

(
−|α|2/2

)
要求展开系数 f(α∗) = e|α|2/2 ⟨α|f⟩ 是复平面内除 ∞ 外处处解析的函数，并
且满足

|f(α∗)| ≤ e|α|2/2|| |f⟩ ||

可以证明：这样定义的函数 f(α∗) 是唯一的
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相干态性质
左乘 ⟨α′|, 得到〈

α′∣∣f〉 = 1

π

∫
d2α

〈
α′∣∣α〉 e−|α|2/2f(α∗)

=
1

π

∫
d2αe−|α

′|2/2eα
′∗α−|α|2f(α∗)

=
1

π

∫
d2αe−|α

′|2/2eα
′∗α−|α|2

∑
n

cn(α
∗)n

=
1

π

∫
r dr dθ e−|α

′|2/2∑
m

(α′∗reiθ)m

m!
e−r2

∑
n

cnr
ne−inθ

=
1

π

∑
m,n

∫
e−|α

′|2/2 (α
′∗)mcn
m!

rm+n+1e−r2ei(m−n)θ dr dθ

= 2
∑
n

∫
e−|α

′|2/2 (α
′∗)ncn
n!

r2n+1e−r2 dr

=
∑
n

e−|α
′|2/2cn(α

′∗)n

= e−|α
′|2/2f(α

′∗)
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相干态性质

算符展开

T̂ = IT̂ I =
1

π2

∫
d2αd2β |α⟩ ⟨α|T̂ |β⟩ ⟨β|

=
1

π2
d2αd2β |α⟩⟨β| T (α∗, β) exp

(
−|α|

2 + |β|2

2

)

• T (α∗, β) 是复平面内 α∗ 和 β 的解析函数
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相干态性质

平移算符的迹

Tr
[
D̂(λ)

]
=

1

π

∫
d2α ⟨α|D̂(λ)|α⟩

=
1

π

∫
d2α

〈
D̂†(α)D̂(λ)D̂(α)

〉
=

1

π

∫
d2α ⟨0|eλ(â

†+α∗)−λ∗(â+α)|0⟩

=
1

π

∫
d2αeλα

∗−λ∗αe−|λ|2/2

= πe−|λ|2/2δ(λr)δ(λi)

其中 λ = λr + iλi
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相干态性质

• 有时也会忽略前面的系数

Tr
[
D̂(λ)

]
= πδ(2)(λ),

Tr
[
D̂(α)D̂†(β)

]
= πδ(2)(α− β)

• 可以把 D̂(α) 作为一组基矢，展开任意算符 Ô:

Ô =
1

π

∫
d2αO(α)D̂†(α)

O(α) = Tr
[
ÔD̂(α)

]
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泊松分布

• 假设光场中，光子出现的概率是随机的，在一段时间 T 内，出现的平均次
数是 n̄

• 把时间间隔 T 分成 N 份
• 小间隔足够短，最多只能出现一个光子
• 在每一个小的时间间隔出现光子的概率为 p = n̄/N

• 统计光子在时间间隔 T 出现 k 次的概率是多少？

P (k) = Ck
Np

k(1− p)N−k

=
N(N − 1) . . . (N − k + 1)

k!

( n̄
N

)k (
1− n̄

N

)N−k

≈ n̄k

k!

(
1− n̄

N

)N−k

→ n̄k

k!
e−n̄

泊松分布
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相干态性质：光子数分布

相干态 |α⟩ = e−|α|2/2∑
n

αn
√

n!
|n⟩ 处在 |k⟩ 态的概率：

Pk(α) = e−|α|2 |α|2k

k!

• 平均光子数为 n̄ = |α|2

• 光子数涨落 ∆n2 = n̄→
√
∆n2

n̄
= 1√

n̄

当光子数很大，涨落可以忽略 → 经典
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相干态性质：光子数分布

不同相干态的光子数分布
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相干态性质：不确定性关系

• 位置算符和动量算符 (xzpf =
√

h̄
2mω

是基态位置的涨落)

x̂ = xzpf(â+ â†), p̂ =
h̄

2ixzpf
(â− â†)

• 对于相干态 |α⟩:

⟨x̂⟩ = xzpf(α+ α∗), ⟨p̂⟩ = h̄

2ixzpf
(α− α∗)

〈
x̂2
〉
= x2zpf(α

∗2 + α2 + 2α∗α+ 1),
〈
p̂2
〉
= − h̄2

4x2zpf

(
α∗2 + α2 − 2α∗α− 1

)
• 得到位置和动量的不确定性关系：∆x∆p = h̄/2

(∆x)2 =
〈
x̂2
〉
− ⟨x̂⟩2 = x2zpf

(∆p)2 =
〈
p̂2
〉
− ⟨p̂⟩2 =

h̄2

4x2zpf

• 相干态满足最小不确定条件：
相干态是量子力学所容许的最逼近经典极限的量子态

29 / 114



大
湾
区
大
学

相干态性质：不确定性关系

• 位置算符和动量算符 (xzpf =
√

h̄
2mω

是基态位置的涨落)

x̂ = xzpf(â+ â†), p̂ =
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相干态性质：不确定性关系

定义算符 â 的实部和虚部 (field quadratures, 场正交分量或者场的象限分量)：

X̂1 =
1

2

(
â+ â†

)
, X̂2 =

1

2i

(
â− â†

)
• 对易关系

[
X̂1, X̂2

]
= i

2
，有不确定关系

(∆X1)
2(∆X2)

2 ≥ 1

16

• 对于相干态，可以得到 〈
X̂1

〉
= Re(α),

〈
X̂2

〉
= Im(α)〈

X̂2
1

〉
=

1

4
+
〈
X̂1

〉2

,
〈
X̂2

2

〉
=

1

4
+
〈
X̂2

〉2

从而

(∆X1)
2 = (∆X2)

2 =
1

4
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相干态性质：不确定性关系

• 真空态也是一个相干态：
• 平移算符 D̂(α) 不改变真空的涨落

相干态的量子涨落实际是真空的涨落
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相干态性质：演化

谐振子系统，初态为 |α0⟩，动力学演化

|α(t)⟩ = exp
(
Ĥt

ih̄

)
|α0⟩ = exp

(
−iωâ†ât

)
exp
(
−|α0|2/2

)∑
n

αn
0√
n!
|n⟩

=
∑
n

exp
(
−inωt− |α0|2/2

) αn
0√
n!
|n⟩

=
∣∣∣α0e

−iωt
〉

• 初态是相干态 → 任意时刻都是相干态
• 动力学演化在相平面的轨迹是一个圆，半径是频率 ω

• 期望 〈
X̂1

〉
= Re{α(t)} = (α0e

iωt + α∗
0e

−iωt)/2〈
X̂2

〉
= Im{α(t)} = (α0e

iωt − α∗
0e

−iωt)/(2i)
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相干态性质：演化

谐振子系统，初态为 |α0⟩，动力学演化

|α(t)⟩ = exp
(
Ĥt

ih̄

)
|α0⟩ = exp

(
−iωâ†ât

)
exp
(
−|α0|2/2

)∑
n

αn
0√
n!
|n⟩

=
∑
n

exp
(
−inωt− |α0|2/2

) αn
0√
n!
|n⟩

=
∣∣∣α0e

−iωt
〉

• 初态是相干态 → 任意时刻都是相干态
• 动力学演化在相平面的轨迹是一个圆，半径是频率 ω

• 期望 (设 α0 实数) 〈
X̂1

〉
= Re{α(t)} = α0 cos(ωt)〈

X̂2

〉
= Im{α(t)} = −α0 sin(ωt)

oscilating just like a classical system
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相干态性质：位置表象的波函数

â |α⟩ = α |α⟩

• 把 â = 1√
2h̄mω

(mωx̂+ ip̂) = 1
2xzpf

x̂+ i
xzpf
h̄
p̂ 代入上式

• 左乘 ⟨x|，得到

⟨x| x

2xzpf
+

∂

∂(x/xzpf)
|α⟩ = α ⟨x|α⟩

• 解微分方程：设 a = x/xzpf, f(a) = ⟨x|α⟩

a

2
f(a) +

∂

∂a
f(a) = αf(a)

→f(a) = N exp
(
−a

2

4
+ αa

)
• 位置表象波函数

⟨x|α⟩ = N exp
(
− x2

4x2zpf
+

αx

xzpf

)
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2h̄mω

(mωx̂+ ip̂) = 1
2xzpf

x̂+ i
xzpf
h̄
p̂ 代入上式

• 左乘 ⟨x|，得到
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2xzpf
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∂

∂(x/xzpf)
|α⟩ = α ⟨x|α⟩

• 解微分方程：设 a = x/xzpf, f(a) = ⟨x|α⟩

a

2
f(a) +

∂

∂a
f(a) = αf(a)

→f(a) = N exp
(
−a

2

4
+ αa

)
• 位置表象波函数

⟨x|α⟩ =
(
2πx2zpf

)−1/4 exp
(
− x2

4x2zpf
+

αx

xzpf
− (α+ α∗)2

4
+ iφ

)

=
(
2πx2zpf

)−1/4 exp
(
− (x− ⟨x⟩)2

4x2zpf
+ i
⟨p⟩
h̄
x+ iφ

)
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相干态性质

什么是相干态？怎么理解相干态？
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相干态性质

相干态是连接量子世界和经典世界的桥梁，它保持了量子力学基本性质的同
时，最大限度地表现出经典物理的确定性和稳定性

• 最接近经典极限的量子态
• 满足最小不确定性关系

当粒子数很大时，有 ∆n
⟨n⟩ → 0→ 粒子数涨落接近经典

• 光子数分布满足泊松分布
• 相空间轨迹：复振福 α(t) 在复平面的时间轨迹是一个圆

经典轨迹
• 稳定性：在相干态湮灭一个光子，状态不改变
• 超完备性和非正交性
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相干态性质

在相干态产生一个光子会怎么样

â† |α⟩ =?
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相干态性质

â† |α⟩ = â† exp
(
−1

2
|α|2

)∑
n=0

αn

√
n!
|n⟩

= exp
(
−1

2
αα∗

)∑
n=0

αn

√
n!

√
n+ 1 |n+ 1⟩

= exp
(
−1

2
αα∗

)
∂

∂α

∑
n=0

αn+1

√
n+ 1

|n+ 1⟩

= exp
(
−1

2
αα∗

)
∂

∂α

∑
n=0

αn

√
n
|n⟩

=

(
α∗

2
+

∂

∂α

)
exp
(
−1

2
αα∗

)∑
n=0

αn

√
n
|n⟩

=

(
α∗

2
+

∂

∂α

)
|α⟩

• Photon added coherent state
• 证明

â |α⟩⟨α| =
(
α∗ +

∂

∂α

)
|α⟩⟨α|
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相干态性质

为什么 â† 没有本征态?
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相干态性质：电磁场

A(r, t) =

√
h̄

2ωϵ0

(
â+ â†

)
u(r)

• Fock 态中： ⟨n|A|n⟩ = 0

• 相干态

⟨α|A|α⟩ =
√

h̄

2ωϵ0
(α+ α∗)u(r)

经常用来对电磁场做平均场近似
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相干态性质：Husimi-Q 分布函数

利用相干态的完备性，定义任意量子态 ρ 在相空间的 Husimi-Q 分布函数

ρ(α, α∗) =
1

π
⟨α|ρ|α⟩

衡量量子态 ρ 与一个中心在 α 的经典波包有多像

• Q(α, α∗) 是非负的
• 归一性 ∫

d2αQ(α, α∗) = 1

→ 相空间的概率分布
• 利用 â = (x̂+ ip̂)/

√
2，通常也把 Q(α, α∗) 表示在 x-p 平面上
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相干态性质：Husimi-Q 分布函数

例子 1：相干态 ρ = |β⟩⟨β| 的 Q 函数

Q(α, α∗) =
1

π
⟨α|β⟩ ⟨β|α⟩

=
1

π
|⟨α|β⟩|2

=
1

π
e−|α−β|2

利用 α = x+ip√
2
转换到 x-p 平面

Q(x, p) =
1

π
e
−
∣∣∣ x+ip√

2
−β

∣∣∣2

=
1

π
e−(x/

√
2−βr)

2−(p/
√
2−βi)

2
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相干态性质：Husimi-Q 分布函数

∣∣∣β = 3+3i√
2

〉
的 Q 函数
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相干态性质：Husimi-Q 分布函数

考虑一个 “薛定谔猫态”

|ψ⟩ = 1√
2
(|α⟩+ |−α⟩)

它的 Q 函数是什么样子

• 如何判断一个态的 “量子化程度”
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相干态性质：Husimi-Q 分布函数

例子 2：Fock 态 ρ = |n⟩⟨n|

Q(α, α∗) =
1

π
|⟨α|n⟩|2

= e−|α|2 |α|2n

n!

→ e−x2/2−p2/2 1

n!

(
x2

2
+
p2

2

)n
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相干态性质：Husimi-Q 分布函数

|n = 3⟩ 的 Q 函数
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大
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相干态性质：Husimi-Q 分布函数

反正规排序算符的平均值〈
âkâ†l

〉
= Tr

(
ρâkâ†l

)
=

∫
d2α

π
⟨α|â†lρâk|α⟩

=

∫
d2ααk(α∗)lQ(α, α∗)

• 对于非反正规排序的算符 → 利用对易关系，化成反正规排序
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相干态性质

|α(t)⟩ =
∣∣∣α0e

−iωt
〉

• 相干来源于光学的经典相干性，在量子力学中表现为能级之间的相位关联
• 相位具有稳定性和确定性
• 演化：相位锁定，步调一致

动力学上形状不变，步调一致地集体迁移
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相干态性质

|α(t)⟩ =
∣∣∣α0e

−iωt
〉

• 激光 (laser)：激光的原理是受激辐射，产生光子具有相同的频率、相位、
和方向

激光的光子数很大，也就是 α 很大
• 超流 (superfluid)：使用一个相干态来表示超液态组成部分可以直接推导
出大多数超液的特殊特性，这个相干态在整个超液体积里拥有相同的波幅
和相
• 超导 (superconductor)：电子是费米子，但是它们成对形成库柏对后像玻
色子一样反应，能够在低温下一起形成相干态
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相干态与路径积分

Z = Tr
(
e−βH

)
= Tr

(
eδτH . . . e−δτH

)
=

∫
d2α0

π
⟨α0| e−δτH

∫
d2αN−1

π
|αN−1⟩⟨αN−1|· · ·

∫
d2α1

π
e−δτH |α0⟩

=

∫ N−1∏
i=0

d2αi

π
⟨αi+1|e−δτH |αi⟩

• 这里 δτ = β/N , N → +∞，约定 α0 = αN

• 玻色系统: 算符可以直接用复数 α 或者 α∗ 代替

⟨αi+1|H(â, â†)|αi⟩ = H(α∗
i+1, αi)

• 自动包含正规序
• 声子、磁振子等集体激发的玻色系统
• 强关联物理
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相干态与路径积分

路径积分思想：从 x0 到 xt, 对所有路径积分
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大
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相干态与路径积分

用相干态表象计算路径积分

Z =

∫ N−1∏
i=0

d2αi

π
⟨αi+1|e−δτH |αi⟩

算符到复数域的映射
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第二章

相干态的性质

压缩相干态

光场的 Wigner 特征函数

自旋相干态/原子相干态

总结
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大
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大
学

压缩相干态

• 相干态满足最小不确定条件 ∆X1∆X2 ≥ 1/4，并且 ∆X1 = ∆X2 = 1/2

• 有没有满足最小不确定条件，但是

∆X1 >
1

2
, ∆X2 <

1

2

的量子态

→ 提高探测精度
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最小不确定态

假定两个算符 Â 和 B̂ 满足以下关系[
Â, B̂

]
= iĈ

定义 |f⟩ = (Â− ⟨A⟩) |ψ⟩, |g⟩ = (B̂ − ⟨B⟩) |ψ⟩
• 不确定性 σ2

A = ⟨f |f⟩, σ2
B = ⟨g|g⟩

• Cauchy-Schwarz inequality

σ2
Aσ

2
B = ⟨f |f⟩ ⟨g|g⟩

≥ |⟨f |g⟩|2

=
(〈
ÂB̂
〉
−
〈
Â
〉〈

B̂
〉)(〈

B̂Â
〉
−
〈
Â
〉〈

B̂
〉)

=


〈
ÂB̂
〉
+
〈
B̂Â
〉
− 2

〈
Â
〉〈

B̂
〉

2

2

+


〈
ÂB̂
〉
−
〈
B̂Â
〉

2i

2

=⇒σAσB ≥
1

2

∣∣∣〈Ĉ〉∣∣∣
当 |f⟩ = λ |g⟩ 时，上面的等号成立，λ 为复数域的常数
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最小不确定态

令 Â = X̂1 = 1
2
(â+ â†), B̂ = X̂2 = 1

2i
(â− â†)(

â+ â†

2
−
〈
X̂1

〉)
|ψ⟩ = λ

(
â− â†

2i
−
〈
X̂2

〉)
|ψ⟩[(

1

2
+
i

2
λ

)
â+

(
1

2
− i

2
λ

)
â†
]
|ψ⟩ =

(〈
X̂1

〉
− λ

〈
X̂2

〉)
|ψ⟩

• 当 λ = −i，|ψ⟩ 为 â 的本征态，也就是相干态
标准相干态

• 当 λ ̸= −i: 仍然满足最小不确定性 → 压缩相干态
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压缩相干态

设 b̂ = uâ+ νâ†, 系数满足 u∗u− ν∗ν = 1，则 b̂ 也满足玻色算符的对易关系[
b̂, b̂†

]
= 1
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压缩相干态

设 b̂ = cosh râ + sinh râ†, 系数满足 u∗u − ν∗ν = 1，则 b̂ 也满足玻色算符的
对易关系 [

b̂, b̂†
]
= 1

• 玻戈留波夫变换 (Bogoliubov transformation)
BCS 理论、霍金辐射、核物理配对效应

• 准粒子算符

N̂ = b̂†b̂ = (u∗u+ ν∗ν) â†â+ u∗νâ†â† + ν∗uââ+ ν∗ν

• 这样的量子态有什么性质？

exp
(
−i gââ+ g∗â†â†

h̄
t

)
|0⟩ =?
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压缩相干态

设 b̂ = cosh râ + sinh râ†, 系数满足 u∗u − ν∗ν = 1，则 b̂ 也满足玻色算符的
对易关系 [

b̂, b̂†
]
= 1

• 玻戈留波夫变换 (Bogoliubov transformation)
BCS 理论、霍金辐射、核物理配对效应

• 准粒子算符

N̂ = b̂†b̂ = (u∗u+ ν∗ν) â†â+ u∗νâ†â† + ν∗uââ+ ν∗ν

• 这样的量子态有什么性质？

exp
(
ξ

2
â2 − ξ

2
â†2
)
|0⟩ =?
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压缩相干态
• 介质中电场 D = ϵ0E + P，电场的波动方程

∇2E − 1

c2
∂2E

∂t2
=

1

ϵ0c2
∂2P

∂t2

• 介质中有线性的极化，也有非线性极化

PNL
i = ϵ0

∑
j,k

χ
(2)
ijkEjEk

χ2	
  	
  crystal	
  

pump	
  

signal	
  

idler	
  

参量下转换 (Spontaneous parametric down conversion, SPDC)

ωp → ωi + ωs
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压缩相干态

哈密顿量

SPDC in cavity

Ĥ = H0 −
∫
v

PNL ·E dV

= h̄ω0â
†â+ h̄ωpâ

†
pâp −

∫
d3rϵ0χ

(2)Ê(r)Ê(r)Êp(r)

Ê(r) = i

√
h̄ω0

2ϵ0ϵ

(
âu(r)− â†u∗(r)

)
Êp(r) = i

√
h̄ωp

2ϵ0ϵ

(
âpup(r)− â†pu∗

p(r)
)
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压缩相干态

哈密顿量

SPDC in cavity

Ĥ = h̄ω0â
†â+ h̄ωpâ

†
pâp +

ih̄

2

(
β∗â†pâ

2 − βâpâ†2
)

• 假设驱动光处在相干态，做近似〈
αpe

−iωpt
∣∣∣âp∣∣∣αpe

−iωpt
〉
= αpe

−iωpt〈
αpe

−iωpt
∣∣∣â†p∣∣∣αpe

−iωpt
〉
= α∗

pe
iωpt
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压缩相干态

• 初态 |ψ(t = 0)⟩ = |0⟩ ⊗ |αp⟩
• 使用相互作用表象, 设 |ψ(t)⟩ = e−iH0t/h̄ |ϕ(t)⟩:

H0 = h̄ω0â
† + h̄ωpâ

†
pâp, HI =

ih̄

2

(
β∗â†pâ

2 − βâpâ†2
)

• 波函数演化

|ϕ(t)⟩ = e−iHI t/h̄ |0⟩ ⊗ |αp⟩

• 回到薛定谔表象

|ψ(t)⟩ = e−iH0t/h̄ |ϕ(t)⟩ = e−iH0t/h̄e−iHI t/h̄ |0⟩ ⊗ |αp⟩

= e−
i
h̄
H0te−

i
h̄
HI te

i
h̄
H0te−

i
h̄
H0t |0⟩ ⊗ |αp⟩

= e−
i
h̄
HI te−

i
h̄
H0t |0⟩ ⊗ |αp⟩

= e
t
2 (β

∗â†
pâ

2−βâpâ
†2) |0⟩ ⊗

∣∣∣αpe
−2iω0t

〉
= e

ξ∗(t)
2

â2− ξ(t)
2

â†2
|0⟩ ⊗

∣∣∣αpe
−2iωt

〉
Assume ωp = 2ω0
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压缩相干态

双曲正弦、双曲余弦函数

sinhx =
ex − e−x

2
, coshx =

ex + e−x

2

泰勒展开

coshx =
∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!

sinhx =
∑
n=0

x2n

(2n)!
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压缩相干态

定义压缩算符

Ŝ(ξ) = exp
(
ξ∗

2
â2 − ξ

2
â†2
)
, ξ = r exp(iθ)

r 为压缩参数，θ 为压缩角
• 幺正性

Ŝ†(ξ) = Ŝ−1(ξ) = Ŝ(−ξ)

• 分解成压缩加旋转操作

Ŝ(ξ) = e
i
2
θâ†ae

r
2
(â2−â†2)e−

i
2
θâ†â

• 对湮灭算符和产生算符的作用

Ŝ†(ξ)âŜ(ξ) = â cosh r − â†eiθ sinh r
Ŝ†(ξ)â†Ŝ(ξ) = â† cosh r − âeiθ sinh r

59 / 114



大
湾
区
大
学

压缩相干态

压缩真空态

|0, ξ⟩ = Ŝ(ξ) |0⟩ = exp
(
i

2
θâ†â

)
exp
[ r
2
(â2 − â†2)

]
|0⟩

=
√

sech r
∑
n=0

√
(2n)!

n!2n

(
−eiθ tanh r

)n
|2n⟩

• 只有粒子数为偶数的态有贡献
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压缩相干态

可以得到压缩真空态以下性质

⟨â⟩ = 0〈
â2
〉
= − cosh r sinh r eiθ〈

â†â
〉
= sinh2 r
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压缩相干态

压缩真空态内积

〈
0, ξ
∣∣0, ξ′〉 = [ sech r sech r′

1− ei(θ−θ′) tanh r tanh r′

]1/2

压缩真空态的 Q 函数，其中 ξ = 0.5i
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压缩相干态

一般压缩态

|α, ξ⟩ = D̂(α) |0, ξ⟩ = D̂(α)Ŝ(ξ) |0⟩

• 注意 Ŝ(ξ)D̂(α) ̸= D̂(α)Ŝ(ξ)

• 有的教材也会定义 |α, ξ⟩ = Ŝ(ξ)D̂(α) |0⟩

两种不同压缩态的 Q 函数, α = 3+3i√
2

, ξ = 0.5i

63 / 114



大
湾
区
大
学

压缩相干态

H = ωâ†â+ ωââ† +Ω(â2 + â†2)

• 基矢 Ψ =

(
â

â†

)
← Nambu spinor

H =
(
â† â

)(ω Ω
Ω ω

)(
â

â†

)
= Ψ†hΨ

• 做线性变换：b̂ = uâ+ νâ†，为保证 b̂ 满足对易关系，需要 u2 − ν2 = 1

â = ub̂− νb̂†, â† = ub̂† − νb̂

假定 u, ν 为实数
• 哈密顿量变为

H =
[
ω(u2 + ν2)− 2Ωuν

]
(b̂b̂† + b̂†b̂)−

[(
2ωuν − Ω(u2 + ν2)

)
b̂†2 + H. c.

]
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压缩相干态

当 2ωuν − Ω(u2 + ν2) = 0 时，矩阵完全对角化，此时

u = cosh r = ±
√
ω

2ε
+

1

2

ν = sinh r = ±
√
ω

2ε
− 1

2

其中 ε =
√
ω2 − Ω2

哈密顿量

h̃ = ε(b̂†b̂+ b̂b̂†)
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压缩相干态

一般压缩态

|α, ξ⟩ = D̂(α)Ŝ(r) |0⟩

= D̂(βb̂† − β∗b̂) |0⟩r

其中 β = µα+ να∗

• 真空压缩态是 b̂ 的基态

b̂ |0⟩r = 0, b̂†b̂ |0⟩g = 0

• 一般压缩态是 b̂ 的本征态

b̂ |β⟩g = β |β⟩g

• 如果 θ ̸= 0，可以做变换

u→ cosh r, ν → eiθ sinh r
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压缩相干态

一般压缩态

|α, ξ⟩ = D̂(α)Ŝ(r) |0⟩

= D̂(βb̂† − β∗b̂) |0⟩r

其中 β = µα+ να∗

⟨â⟩ = g ⟨β|â|β⟩g = u∗β − νβ∗ ≡ α

〈
â†â
〉
= g ⟨β|(ub̂† − ν∗b̂)(u∗b̂− νb̂†)|β⟩g
= (uβ∗ − ν∗β)(u∗β − νβ∗) + ν∗ν = |α|2 + |ν|2

〈
â2
〉
= α2 − uν = α2 − 1

2
eiθ sinh 2r
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压缩相干态：涨落

Ŷ1 = cos θ
2
X̂1 + sin θ

2
X̂2, Ŷ2 = − sin θ

2
X̂1 + cos θ

2
X̂2

→ Ŷ1 + iŶ2 = (X̂1 + iX̂2)e
−iθ/2 = âe−iθ/2

• 压缩态在相空间中呈椭圆形
• 各向异性
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压缩相干态：涨落

定义任意角度的正交相位振福算符

X̂ϕ =
1

2

(
âe−iϕ + â†eiϕ

)
= X̂1 cosϕ+ X̂2 sinϕ

得到

⟨α, ξ|X̂ϕ|α, ξ⟩ =
1

2

(
αe−iϕ + α∗eiϕ

)
, α =

〈
X̂1

〉
+ i
〈
X̂2

〉
⟨α, ξ|X̂2

ϕ|α, ξ⟩ =
1

4

[
e2r sin2(ϕ− θ/2) + e−2r cos2(ϕ− θ/2)

]
+
〈
X̂ϕ

〉2

从而

(∆X̂ϕ)
2 =

1

4

[
e2r sin2(ϕ− θ/2) + e−2r cos2(ϕ− θ/2)

]
=

1

4

∣∣∣cosh r − ei(2ϕ−θ) sinh r
∣∣∣

• 当 ϕ = θ/2 时，涨落最小 ∆Xϕ = e−r/2

• 当 ϕ = θ/2 + π/2 时，涨落最大 ∆Xϕ = er/2
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压缩相干态

• 对于一对夹角相差 π/2 的正交相位算符

∆Xϕ∆Xϕ+π/2 =
1

4

∣∣∣1 + (1− e2i(2ϕ−θ)) sinh r
∣∣∣ ≥ 1

4

• 等号成立条件为

ϕ = θ/2, θ +
π

2

69 / 114



大
湾
区
大
学

压缩相干态：涨落

电场

Ê = i

√
h̄ω

2ϵV

(
âe−iωt+ik·r −H. c.

)
= 2

√
h̄ω

2ϵV

[
X̂1 sin(ωt− k · r)− X̂2 cos(ωt− k · r)

]
电场的平均值和涨落〈

Ê
〉
=2

√
h̄ω

2ϵV

[〈
X̂1

〉
sin(ωt− k · r)−

〈
X̂2

〉
cos(ωt− k · r)

]
(∆E)2 =

2h̄ω

ϵV

[
(∆X1)

2 sin2(ωt− k · r) + (∆X2)
2 cos2(ωt− k · r)

− sin(2ωt− 2k · r)V (X̂1, X̂2)
]

• V (X̂1, X̂2) =
〈
X̂1X̂2 + X̂2X̂1

〉
/2−

〈
X̂1

〉〈
X̂2

〉
• 相干态和压缩相干态中 V (X̂1, X̂2) = 0

• 对于相干态 ∆X1 = ∆X2，所以涨落 ∆E 是常数
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压缩相干态：涨落
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压缩相干态：粒子数分布

⟨n|β, ξ⟩ =(eiθ/2 tanh r)n/2

2n/2
√
n! cosh r

exp
[
−1

2
(β∗2eiθ tanh r + |β|2)

]
×Hn

(
βe−iθ/2 cosh r + β∗eiθ/2 sinh r√

2 sinh r cosh r

)

• Hn(z) 为 n 阶厄米多项式〈
N̂
〉
= |β|2 + sinh2 r〈

N̂2
〉
=
(
|β|2 + sinh2 r

)2
+ 2 sinh2 r cosh2 r + |β cosh r − βeiθ sinh r|2

得到 〈
∆N̂2

〉
= |β|2 [cosh 2r − cos(θ − 2ϕ) sinh 2r] + 2 sinh2 r cosh2 r

72 / 114



大
湾
区
大
学

压缩相干态

Mandel 参数

The Mandel Q parameter measures the departure of the occupation number
distribution from Poissonian statistics

M =

〈
∆N̂2

〉
−
〈
N̂
〉

〈
N̂
〉 =

〈
N̂
〉(

g(2)(0)− 1
)

• M = 0: 泊松分布
• M > 0：超泊松分布
• M < 0：亚泊松分布
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压缩相干态：粒子数分布

• 压缩真空态：β = 0〈
∆N̂2

〉
= 2 cosh2 r cosh2 r ≥

〈
N̂
〉
= sinh2 r

超泊松分布
• 压缩角 θ = 2ϕ 时，压缩方向与相干振福方向一致〈

∆N̂2
〉
= |β|2e−2r + 2 sinh2 r cosh2 r

若相干振福远大于压缩参数 |β| ≥ e2r,

M∼ e−2r − 1 < 0

亚泊松分布
• 压缩角 θ = 2ϕ+ π 时，压缩方向与相干振福方向垂直

M∼ e2r − 1 > 0

超泊松分布
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压缩相干态：粒子数分布

• r 增大，粒子数分布出现振荡
• r 增大到一定程度，不管压缩角在哪个方向，都会表现超泊松分布
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压缩相干态：时间演化

哈密顿量 H = h̄ωâ†â，初态为 |ψ(t = 0)⟩ = |α, ξ⟩ = D̂(α)Ŝ(ξ) |0⟩:

|ψ(t)⟩ = e−iHt/h̄ |ψ(t = 0)⟩

= e−iHt/h̄D̂(α)Ŝ(ξ) |0⟩

= e−iHt/h̄D̂(α)eiHt/h̄e−iHt/h̄Ŝ(ξ)eiHt/h̄e−iHt/h̄ |0⟩

= D̂(α(t))Ŝ(ξ(t)) |0⟩
= |α(t), ξ(t)⟩

where α(t) = αeiωt and ξ(t) = ξe−2iωt
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压缩相干态

• 同样具有稳定性，相位锁定
• 提高测量精度

引力波探测 [LIGO (美国), Virgo (意大利)]
• 连续变量量子信息处理
• 高灵敏度光谱学
• 产生纠缠源
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双模压缩态

H = h̄ωaâ
†â+ h̄ωdd̂

†d̂+ ih̄κ
(
eiωpt−iθp âd̂− e−iωpt+iθp â†d̂†

)
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双模压缩态

考虑两个独立的模式[
â1, â

†
1

]
=
[
â2, â

†
2

]
= 1, [â1, â2] =

[
â1, â

†
2

]
= 0

双模压缩算符

Ŝ12(ξ) = exp
(
ξ∗â1â2 − ξâ†1â

†
2

)

79 / 114



大
湾
区
大
学

双模压缩态

做变换

ĉ =
â1 + â2√

2
, d̂ =

â1 − â2√
2

双模压缩算符

Ŝ12(ξ) = exp
(
ξ∗
ĉ+ d̂√

2

ĉ− d̂√
2
− ξ ĉ

† + d̂†√
2

ĉ† − d̂†√
2

)
= exp

(
ξ∗ĉ2/2− ξĉ†2/2

)
exp
(
−ξ∗d̂2/2 + ξd̂†2/2

)
= Ŝc(ξ)Ŝd(−ξ)

• 双模压缩态：两个独立模式压缩真空态的直积
• 一般双模压缩态

|α, β, ξ⟩ = D̂(α)D̂(β)Ŝ12(ξ) |0, 0⟩

80 / 114



大
湾
区
大
学

奇偶相干态

• 薛定谔猫态
• 叠加相干态 |ψ⟩ = |α⟩+ eiϕ |−α⟩
• 当 α≫ 1 时，这样的态非常不稳定，寿命短，因此很难观测到，实际可能
观测到的是混态

ρ ∼ |α⟩⟨α|+ |−α⟩⟨−α|

• 当 α 较小时，自由度相对较小，可以实现一些特定的量子态

81 / 114



大
湾
区
大
学

奇偶相干态

|α⟩o =
1

No
(|α⟩ − |−α⟩)

=
1

No
exp
(
−1

2
|α|2

)∑
n=0

[
αn

√
n!
− (−α)n√

n!

]
|n⟩

=
1

No
exp
(
−1

2
|α|2

)∑
n=0

2α2n+1√
(2n+ 1)!

|2n+ 1⟩

=
1√

sinh |α|2
∑
n=0

α2n+1√
(2n+ 1)!

|2n+ 1⟩
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奇偶相干态

|α⟩e =
1

Ne
(|α⟩+ |−α⟩)

=
1

Ne
exp
(
−1

2
|α|2

)∑
n=0

[
αn

√
n!

+
(−α)n√

n!

]
|n⟩

=
1

Ne
exp
(
−1

2
|α|2

)∑
n=0

2α2n√
(2n)!

|2n⟩

=
1√

cosh |α|2
∑
n=0

α2n√
(2n)!

|2n⟩
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奇偶相干态

• 奇、偶相干态分别对应相干态奇数和偶数激发部分，它们必定正交

o⟨α|β⟩e = 0, e ⟨α|β⟩o = 0

• 奇、偶相干态时湮灭算符 â2 的本征态

â2 |α⟩o = α2 |α⟩o , â2 |α⟩e = α2 |α⟩e
• 奇、偶相干态通过湮灭算符连接

â |α⟩o = α

√
coth |α|2 |α⟩e

â |α⟩e = α

√
tanh |α|2 |α⟩o
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奇偶相干态

偶相干态 |α⟩+ |−α⟩ 的 Q 函数，其中 α = 2+2i√
2
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奇偶相干态

奇相干态和偶相干态只占了 Fock 空间一半基矢，它们单独不是完备的

I =
1

π
d2αe−|α|2 [sinh |α|2 |α⟩o o ⟨α|+ cosh |α|2 |α⟩e e ⟨α|

]
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奇偶相干态：涨落特性

奇偶相干态是算符 â2 的本征态，一般会考察 â2 的实部和虚部

Ŷ1 =
â2 + (â†)2

2
, Ŷ2 =

â2 − (â†)2

2i

• 满足对易关系 [
Ŷ1, Ŷ2

]
= i(2N̂ + 1)

• 其对应不确定关系为 ∆Y1∆Y2 ≥
〈
N̂ + 1

2

〉
。

• 可以得到

(∆Y1)
2
o = (∆Y2)

2
o = No +

1

2

(∆Y1)
2
e = (∆Y2)

2
e = Ne +

1

2

也是最小不确定态
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第二章

相干态的性质

压缩相干态

光场的 Wigner 特征函数

自旋相干态/原子相干态

总结
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光场的 Wigner 特征函数

• 经典物理：相空间
• 系统的密度矩阵和相空间的概率分布是否有关系？
• 量子力学：？？

W (x, p)
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光场的 Wigner 特征函数

• 位置空间概率： ∫
W (x, p) dp = |⟨x|ψ⟩|2

• 动量空间概率： ∫
W (x, p) dx = |⟨p|ψ⟩|2
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光场的 Wigner 特征函数

• 位置空间概率： ∫
W (x, p) dp = ⟨x|ρ|x⟩

• 动量空间概率： ∫
W (x, p) dx = ⟨p|ρ|p⟩
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光场的 Wigner 特征函数：构造 Wigner 函数

• 以位置表象出发: ⟨x|ψ⟩ ⟨ψ|x⟩
• 转换到动量表象：

⟨p|ψ⟩ ⟨ψ|p⟩ =
∫
⟨p|x1⟩ ⟨x1|ψ⟩ ⟨ψ|x2⟩ ⟨x2|p⟩ dx1 dx2

=
1

2πh̄

∫
ei(x2−x1)p/h̄ ⟨x1|ψ⟩ ⟨ψ|x2⟩ dx1 dx2

=
1

2πh̄

∫
e−iyp/h̄

〈
x+

y

2

∣∣∣ψ〉〈ψ∣∣∣x− y

2

〉
dx dy

=

∫ (
1

2πh̄

∫ 〈
x+

y

2

∣∣∣ψ〉〈ψ∣∣∣x− y

2

〉
e−iyp/h̄ dy

)
dx

• x1 = x+ y
2

, x2 = x− y
2

• ⟨x|p⟩ = eixp/h̄
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光场的 Wigner 特征函数

W (x, p) =
1

2πh̄

∫ ∞

−∞

〈
x+

1

2
y

∣∣∣∣ρ∣∣∣∣x− 1

2
y

〉
e−ipy/h̄ dy

也可以定义在动量表象

W (x, p) =
1

2πh̄

∫ ∞

−∞

〈
p+

y

2

∣∣∣ρ∣∣∣p− y

2

〉
e−ixy/h̄ dy
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光场的 Wigner 特征函数

W (x, p) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dν
〈
x− 1

2
h̄ν

∣∣∣∣ρ∣∣∣∣x+
1

2
h̄ν

〉
eipν

=
1

(2π)2

∫ ∞

−∞
dν dx′

〈
x′
∣∣ρ∣∣x′ + h̄ν

〉
(2π)δ(x− x′ − h̄ν/2)eipν

=
1

(2π)2

∫ ∞

−∞
du dν dx′

〈
x′
∣∣ρ∣∣x′ + h̄ν

〉
eiu(x−x′−h̄ν/2)eipν

=
1

(2π)2

∫ ∞

−∞
du dν dx′

〈
x′
∣∣ρe−iux̂

∣∣x′ + h̄ν
〉
eiu(x+h̄ν/2)eipν

=
1

(2π)2

∫ ∞

−∞
du dν dx′

〈
x′
∣∣ρe−iux̂e−ip̂ν

∣∣x′〉 eiu(x+h̄ν/2)eipν

=
1

(2π)2

∫ ∞

−∞
du dν dx′

〈
x′
∣∣ρe−iux̂e−ip̂ν

∣∣x′〉 eih̄uν/2ei(ux+νp)

=
1

(2π)2

∫ ∞

−∞
du dν dx′

〈
x′
∣∣ρe−iux̂−iνp̂

∣∣x′〉 ei(ux+νp)

=
1

(2π)2

∫ ∞

−∞
du dν Tr

(
ρe−iux̂−iνp̂

)
ei(ux+νp)
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光场的 Wigner 特征函数

把 x̂ = xzpf(â+ â†), p̂ = h̄
2ixzpf

(â− â†) 代入

W (x, p) =
1

(2π)2

∫
du dν Tr

(
ρe−i(ηâ†+η∗â)

)
ei(ux+νp)

=
1

(2π)2

∫
du dν Tr

(
ρeλâ

†−λ∗â
)
ei(ux+νp)

=
1

(2π)2

∫
du dν Tr

(
ρD̂(λ)

)
ei(ux+νp)

其中 η = xzpfu+ i h̄ν
2xzpf

, λ = −iη
• 特征函数

χ(λ, λ∗) = Tr
(
ρeλâ

†−λ∗â
)

做傅立叶变换
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光场的 Wigner 特征函数

W (α, α∗) =
1

2h̄π2

∫
d2λχ(λ, λ∗)e−λα∗+λ∗α

• 特征函数 χ(λ, λ∗) = Tr
[
ρD̂(λ)

]
• 边缘分布∫

dpW (x, p) = ⟨x|ρ|x⟩ ,
∫

dxW (x, p) = ⟨p|ρ|p⟩ ,

• |W (x, p)| ≤ 1
πh̄
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光场的 Wigner 特征函数

Weyl 变换：对于任意算符

Ã(x, p) =

∫ ∞

−∞
dy
〈
x+

1

2
y

∣∣∣∣Â∣∣∣∣x− 1

2
y

〉
e−ipy/h̄

• Wigner 函数是密度算符的 Weyl 变换：W (x, p) = ρ̃/(2πh̄)

• 算符平均值 〈
Â
〉
= Tr

(
ρÂ
)
=

∫ ∞

−∞
dx dpW (x, p)Ã(x, p)
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光场的 Wigner 特征函数

Weyl 变换：对于任意算符

Ã(x, p) =

∫ ∞

−∞
dy
〈
x+

1

2
y

∣∣∣∣Â∣∣∣∣x− 1

2
y

〉
e−ipy/h̄

• 单位算符 Î 〈
Î
〉
= Tr

(
ρÎ
)
=

∫
dx dpWρ(x, p) = 1

• 两个密度矩阵 ρ1 和 ρ2

Tr(ρ1ρ2) = 2πh̄

∫
dx dpWρ1(x, p)Wρ2(x, p)

For ρ1 = ρ2 → Tr
(
ρ2
)
≤ 1
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光场的 Wigner 特征函数

例子 1：Fock 态 ρ = |m⟩⟨m|

Wm(α) =
2

π
(−1)ne−2|α|2Lm(4|α|2)

• Lm(x) 是 m 阶拉盖尔多项式
• Lm(x) 有 m 个零点
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光场的 Wigner 特征函数

例子 2：相干态 ρ = |α0⟩⟨α0|

Wm(α) =
2

π
e−2|α−α0|2
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光场的 Wigner 特征函数

Wigner 函数小于 0 意味什么？

• 经典概率不可能出现负数
• 干涉、纠缠、非经典性质
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P 表示

A(â, â†) =
∑
m,n

cmn

(
â†
)m

ân

求 Â 的平均值〈
Â
〉
= Tr

(
Âρ
)

=
∑
m,n

cmn Tr
[
ρ(â†)mân

]
=

1

π2

∫
d2α

∑
m,n

Tr
[
ρδ(α∗ − â†)δ(α− â)

]
cmn(α

∗)mαn

=

∫
d2αP (α, α∗)A(α, α∗)

P 表示为

P (α, α∗) = Tr
[
ρδ(α∗ − â†)δ(α− â)

]
• 也叫 coherent state representation
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P 表示

利用

δ(α∗ − â†)δ(α− â) = 1

π2

∫
exp
[
−iλ(α∗ − â†)

]
exp[−iλ∗(α− â)]d2λ

得到 P 表示

P (α, α∗) =
1

π2

∫
d2λe−iλα∗−iλ∗α Tr

(
eiλâ

†
eiλ

∗âρ
)
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Q 表示

A(â, â†) =
∑
m,n

cmn

(
â†
)m

ân

求 Â 的平均值〈
Â
〉
= Tr

(
Âρ
)

=
∑
m,n

cmn Tr
[
ρ(â†)mân

]
=

1

π2

∫
d2α

∑
m,n

Tr
[
ρδ(α− â)δ(α∗ − â†)

]
cmn(α

∗)mαn

=

∫
d2αQ(α, α∗)A(α, α∗)

Q 表示为

Q(α, α∗) = Tr
[
ρδ(α− â)δ(α∗ − â†)

]
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Q 表示

得到 Q 表示

Q(α, α∗) =
1

π2

∫
d2λe−iλα∗−iλ∗α Tr

(
eiλ

∗âeiλâ
†
ρ
)

也可以回答前面章节介绍的 Husimi-Q 分布函数

Q(α, α∗) =
1

π

∫
d2α′ Tr

[
ρδ(α− â)

∣∣α′〉〈α′∣∣ δ(α∗ − â†)
]
=

1

π
⟨α|ρ|α⟩
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光场相空间的表示

• P 表示：χN (λ) = Tr
[
ρeλâ

†
e−λ∗â

]
，正规算符排序

• Q 表示：χN (λ) = Tr
[
ρe−λ∗âeλâ

†
]
，反正规算符排序

• W 表示：χN (λ) = Tr
[
ρeλâ

†−λ∗â
]
，对称算符排序

χs(λ) = Tr
[
ρeλâ

†−λ∗âe
s
2
|λ|2
]
=


χN , s = 1

χA, s = −1
χW , s = 0
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光场相空间的表示

三者都把量子态表示成相空间分布，但在“是否像概率”“是否光滑”“是否包
含全部量子信息”之间做了不同取舍。

104 / 114



大
湾
区
大
学

第二章

相干态的性质

压缩相干态

光场的 Wigner 特征函数

自旋相干态/原子相干态

总结
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自旋相干态/原子相干态

光场与原子相互作用时，如果原子之间的距离远小于光波长，所有原子所感受
的光场几乎是一样的
• 只考虑原子内部的二能级，用泡利算符表示：σx, σy, σz

• 原子的集体算符

Ĵx =
1

2

N∑
l=1

σ(l)
x , Ĵy =

1

2

N∑
l=1

σ(l)
y , Ĵz =

1

2

N∑
l=1

σ(l)
z

• 满足角动量对易关系[
Ĵx, Ĵy

]
= iĴz,

[
Ĵy, Ĵz

]
= iĴx,

[
Ĵz, Ĵx

]
= iĴy

• 总角动量算符 Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z

Ĵ2 |j,m⟩ = j(j + 1) |j,m⟩ , Ĵz |j,m⟩ = m |j,m⟩

• 升降算符

Ĵ± = Ĵx ± iĴy

106 / 114



大
湾
区
大
学

自旋相干态

由于
[
Ĵ2, Ĵ+

]
=
[
Ĵ2, Ĵ−

]
= 0

Ĵ2Ĵ+ |j,m⟩ = Ĵ+Ĵ
2 |j,m⟩ = j(j + 1)Ĵ+ |j,m⟩

• 如果 |j,m⟩ 是 Ĵ2 本征态，则 Ĵ+ |j,m⟩ 也是 Ĵ2 本征态
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自旋相干态

由于
[
Ĵz, Ĵ+

]
= Ĵ+

(ĴzĴ+ − Ĵ+Ĵz) |j,m⟩ = Ĵ+ |j,m⟩

Ĵz
(
Ĵ+ |j,m⟩

)
= (m+ 1)

(
Ĵ+ |j,m⟩

)
• Ĵ+ |j,m⟩ 是 Ĵz 本征态，本征值是 (m+ 1)

Ĵ+ |j,m⟩ = C+(j,m) |j,m+ 1⟩

• 同样，利用
[
Ĵz, Ĵ−

]
= −Ĵ− 可以得到

Ĵ− |j,m⟩ = C−(j,m) |j,m− 1⟩
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自旋相干态

以下关系

Ĵ−Ĵ+ = (Ĵx − iĴy)(Ĵx + iĴy)

= Ĵ2
x + Ĵ2

y + i
[
Ĵx, Ĵy

]
= Ĵ2 − Ĵ2

z − Ĵz

并有

⟨j,m|Ĵ†
+Ĵ+|j,m⟩ = C∗

+(j,m)C+(j,m)

⟨j,m|Ĵ†
+Ĵ+|j,m⟩ = ⟨j,m|Ĵ−Ĵ+|j,m⟩ = j(j + 1)−m2 −m

得到

C∗
+(j,m)C+(j,m) = j(j + 1)−m(m+ 1)

可以假定 C+(j,m) 是实数

C+(j,m) =
√
j(j + 1)−m(m+ 1)
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自旋相干态

Ladder operator

Ĵ+ |j,m⟩ =
√
j(j + 1)−m(m+ 1) |j,m+ 1⟩

Ĵ− |j,m⟩ =
√
j(j + 1)−m(m− 1) |j,m− 1⟩
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自旋相干态

Ladder operator

Ĵ+ |j,m⟩ =
√
j(j + 1)−m(m+ 1) |j,m+ 1⟩

Ĵ− |j,m⟩ =
√
j(j + 1)−m(m− 1) |j,m− 1⟩

与玻色子产生算符、湮灭算符对比

â† |n⟩ =
√
n+ 1 |n+ 1⟩ , â |n⟩ =

√
n |n− 1⟩
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自旋相干态

Ladder operator

Ĵ+ |j,m⟩ =
√
j(j + 1)−m(m+ 1) |j,m+ 1⟩

Ĵ− |j,m⟩ =
√
j(j + 1)−m(m− 1) |j,m− 1⟩

本征态可以用升降算符表示：

|j,m⟩ = 1

Cj+m
2j

(Ĵ+)
j+m

(j +m)!
|j,−j⟩

=
1

Cj−m
2j

(Ĵ−)
j−m

(j −m)!
|j, j⟩
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自旋相干态

定义自旋相干态为 N 个相同单粒子的直积态

|θ, ϕ⟩ = ⊗N
l=1

(
cos θ

2
|0⟩l + eiϕ sin θ

2
|1⟩l

)
=

j∑
m=−j

√
Cj+m

2j

(
cos θ

2

)j+m (
eiϕ sin θ

2

)j−m

|j,m⟩

=

(
cos θ

2

)2j j∑
m=−j

√
Cj+m

2j

(
eiϕ tan θ

2

)j−m

|j,m⟩

=

(
1

1 + |η|2

)j j∑
m=−j

√
Cj+m

2j ηj−m |j,m⟩

• 设 η = eiϕ tan θ
2
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自旋相干态

定义自旋相干态为 N 个相同单粒子的直积态

|θ, ϕ⟩ = ⊗N
l=1

(
cos θ

2
|0⟩l + eiϕ sin θ

2
|1⟩l

)
=

j∑
m=−j

√
Cj+m

2j

(
cos θ

2

)j+m (
eiϕ sin θ

2

)j−m

|j,m⟩

=

(
cos θ

2

)2j j∑
m=−j

√
Cj+m

2j

(
eiϕ tan θ

2

)j−m

|j,m⟩

=

(
1

1 + |η|2

)j j∑
m=−j

√
Cj+m

2j ηj−m |j,m⟩

• 可以证明 Ĵ− |θ, ϕ⟩ = η |θ, ϕ⟩
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自旋相干态

• 非正交性
• 超完备性
• 自旋算符的平均值

⟨θ, ϕ|Ĵ |θ, ϕ⟩ = 1

2
Nn =

1

2
(sin θ cosϕ, sin θ, cos θ)
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Summary

• 相干态、以其性质
• 最小不确定态、压缩相干态
• Wigner 函数、相空间表示
• 自旋相干态
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