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全同粒子

在量子力学中，把属于同一类的粒子称为全同粒子，也就是说固有性质 (质量、
电荷、自旋、同位旋、宇称、奇异数等) 相同的粒子称为全同粒子。
• 总波函数对于任意两个粒子置换表现出对称性和反对称性

ψ(. . . , xi, . . . , xj , . . . ) = ±ψ(. . . , xj , . . . , xi, . . . )

• 光子，π 介子，α 粒子等具有整数自旋粒子服从对易规则—玻色子
(Boson)

• 电子、中子、质子等具有半整数自旋粒子服从反对易规则—费米子
(Fermion)

例：有 A 和 B 两个粒子占据两个简并态 |0⟩ 和 |1⟩，可能的微观状态和对应概
率为

Particles Both |0⟩ Both |1⟩ One |0⟩ and one |1⟩
Distinguishable 0.25 0.25 0.5

Bosons 0.33 0.33 0.33

Fermions 0 0 1
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化学键长度的伸缩 → 原子振动 → 声子，也就是玻色子
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玻色系统和费米系统的热力学函数

巨配分函数

Z(T, V ) = Tr
[
e−β(Ĥ−µN̂)

]
这里的求迹是对所有量子态空间下计算.

Z(T, V ) =
∑
nl

[
e−

∑
l β(ε−µ)nl

]
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[
e−β(Ĥ−µN̂)

]
这里的求迹是对所有量子态空间下计算.

Z(T, V ) =
∑
nl

[
e−

∑
l β(ε−µ)nl

]
对于费米气体，由于泡利不相容原理: nl = 0 或者 nl = 1

ZFD(T, V ) =
∏
l

 1∑
nl=0

e−βnl(εl−µ)


=
∏
l

[
1 + e−β(εl−µ)

]
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e−β(Ĥ−µN̂)

]
这里的求迹是对所有量子态空间下计算.

Z(T, V ) =
∑
nl

[
e−

∑
l β(ε−µ)nl

]
对于玻色气体: nl = 0 ∼ ∞

ZBE(T, V ) =
∏
l

 ∞∑
nl=0

e−βnl(εl−µ)


=
∏
n

[
1

1− e−β(εn−µ)

]ωn

6 / 50



大
湾
区
大
学

玻色系统和费米系统的热力学函数

巨势 (Grand potential)

Ω = −kBT lnZ = ηkBT
∑
l

ln [1− η exp (βµ− βεl)]

玻色子 η = +1; 费米子 η = −1

Ω = −kBT lnZBE(T, V ) = kBT
∑
l

ln
(
1− e−β(εl−µ)

)

粒子数

N̄ = −
(
∂Ω

∂µ

)
T,V

=
∑
l

1

eβ(εl−µ) − η

=
∑
l

eβµ

eβεl − ηeβµ
≡
∑
l

z

eβεl − ηz

内能

El =
∑
l

εlnl =
∑
l

εlz

eβεl − ηz
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量子气体

PV = −ηkBT
∑
l

ln [1− ηz exp (−βεl)]

= −ηkBT
∫

d3x d3p
h3

ln
[
1− ηz exp

(
−β p

2

2m

)]
= −ηkBTV

1

h3

∫ ∞

0

4πp2 ln
[
1− ηz exp

(
−β p

2

2m

)]
dp

x2=βp2/2m
====== −ηkBTV

1

h3

∫ ∞

0

4π

(
2m

β

)3/2

x2 ln
[
1− ηz exp

(
−x2

)]
dx

= −ηkBTV
4√
πλ3

T

∫ ∞

0

dxx2 ln
[
1− ηz exp

(
−x2

)]
= ηkBTV

4√
πλ3

T

∫ ∞

0

dxx
3

3

ηz2xe−x2

1− ηze−x2 (integration by parts)

= kBTV
1

λ3
T

4

3
√
π

∫ ∞

0

dx 2x4

z−1ex2 − η
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量子气体

fη
m(z) =

1

(m− 1)!

∫ ∞

0

dx 2x2m−1

z−1ex2 − η

=
1

(m− 1)!

∫ ∞

0

dy ym−1

z−1ey − η
, ( set x = y2)

=
1

(m− 1)!

∫ ∞

0

dy ym−1ze−y 1

1− ηze−y

=
1

(m− 1)!

∫ ∞

0

dy ym−1ze−y
∑
n=0

(
ηze−y)n

=
1

(m− 1)!

∞∑
n=0

ηnzn+1

∫ ∞

0

dy ym−1e−(n+1)y, (Gamma function)

=
∑
n=0

ηnzn+1 1

(n+ 1)m

=
∑
n=1

ηn+1 z
n

nm

• When m = 5/2, we have (m− 1)! =
(
3
2

)
! = 3

2
· 1
2
! = 3

√
π

4
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量子气体

得到量子气体方程 (λT = h√
2πmkBT

)

βP =
1

λ3
T

fη
5/2(z)

• g 为简并度
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量子气体

高温、低密度极限下
nλ3

T
g

= fη
3/2(z) = z + η z2

23/2
+ z3

33/2
+ . . .

βPλ3
T

g
= fη

5/2(z) = z + η z2

25/2
+ z3

35/2
+ . . .

微扰

z =
nλ3

T

g
− η

z2

23/2
− z3

33/2
− . . .

=

(
nλ3

T

g

)
− η

23/2

(
nλ3

T

g

)2

− . . .

=

(
nλ3

T

g

)
− η

23/2

(
nλ3

T

g

)2

+

(
1

4
− 1

33/2

)(
nλ3

T

g

)3

− . . .

代入 P 的方程
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nλ3

T
g

= fη
3/2(z) = z + η z2

23/2
+ z3

33/2
+ . . .

βPλ3
T

g
= fη

5/2(z) = z + η z2

25/2
+ z3

35/2
+ . . .

把微扰的解 z 代入 P 的方程：

βPλ3
T

g
=

(
nλ3

T

g

)
− η

23/2

(
nλ3

T

g

)2

+

(
1

4
− 1

33/2

)(
nλ3

T

g

)3

+
η

25/2

(
nλ3

T

g

)2

− 1

8

(
nλ3

T

g

)3

+
1

35/2

(
nλ3

T

g

)3

+ . . .
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量子气体
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T
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3/2(z) = z + η z2

23/2
+ z3

33/2
+ . . .

βPλ3
T

g
= fη

5/2(z) = z + η z2

25/2
+ z3
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p = nkBT

[
1− η

25/2

(
nλ3

T

g

)
+

(
1

8
− 2

35/2

)(
nλ3

T

g

)2

+ . . .

]

• nλ3
T ≥ g: quantum degenerate limit

• 第二位力系数 B2 = −ηλ3/(25/2g)

• 经典统计中，第二位力系数通过粒子与粒子之间的相互作用得到
• 高温 (低密度) 极限中，量子统计的结果等效于引入粒子的相互作用：对
于玻色子，是吸引相互作用；对于费米子，是排斥相互作用

• 相互作用有效长度为 λT
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弱简并理想玻色气体气体

分布函数

al =
ωl

1
z
eβεl − 1

• z = e−α = eβµ 称为逸度 (fugacity)，描述粒子全同性原理引起的量子效
应的重要性

• 若只考虑 εl ≥ 0，有 eβεl ≥ 1, 逸度必须满足

0 ≤ z ≤ 1

• 若 z ≪ 1，粒子全同性引起的量子效应可以忽略，玻色分布和费米分布都
过渡到玻尔兹曼分布

ωl

1
z
eβεl − 1

≈ 1
1
z
eβεl

= e−α+βεl → Boltzmann distribution

• 若 z → 1?
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玻色-爱因斯坦凝聚 (Bose-Einstein condensate, BEC)
考虑自由气体放在一个正方体容器中，并假设具有周期性边界条件

H =
p2

2m
, p = h̄

(
2π

L
lx,

2π

L
ly,

2π

L
lz

)
=

2πh̄

L
l

粒子数

N̄ =
∞∑

lx,ly ,lz=−∞

z

exp
[
β(p2x + p2y + p2z)/2m

]
− z

=

∫
dl z

exp
[
β(p2x + p2y + p2z)/2m

]
− z

=
V

(2πh̄)3

∫
S

dp z

exp
[
β(p2x + p2y + p2z)/2m

]
− z

=
4πV

(2πh̄)3

∫ ∞

2πh̄/L

p2 dp z

exp [βp2/2m]− z
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H =
p2

2m
, p = h̄

(
2π

L
lx,

2π

L
ly,

2π

L
lz

)
=

2πh̄

L
l

巨势

ΩBE(T, V, µ) = kBT
∑
l

ln
[
1− e−β(εl−µ)

]
= kBT ln(1− z) +

4πV kBT

(2πh̄)3

∫ ∞

2πh̄/L

p2 dp ln
[
1− z exp

(
−βp2/2m

)]
= kBT ln(1− z)− 4πV kBT

(2πh̄)3

∫ ∞

2πh̄/L

p2 dp
∑
n

zn

n
e−nβp2/2m

= kBT ln(1− z)− kBTV

λ3
T

∞∑
n=1

zn

n5/2

= kBT ln(1− z)− kBTV

λ3
T

g5/2(z)

其中

多重对数函数 g5/2(z) =

∞∑
α=1

zα

α5/2
, 热波长 λT =

(
2πh̄2

mkBT

)1/2

=
h√

2πmkBT
14 / 50
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玻色-爱因斯坦凝聚

N̄ =
4πV

(2πh̄)3

∫
2πh̄/L

p2 dp z

exp [βp2/2m]− z
+

z

1− z

变量代换 x2 = βp2/2m,

N̄ =
z

1− z
+

4V

λ3
T

√
π

∫ ∞

λT
√
π/L

dx x2z

ex2 − z

=
z

1− z
+

4V

λ3
T

√
π

∫ ∞

λT
√
π/L

dx
∞∑

n=1

x2e−nx2

zn

=
z

1− z
+

4V

λ3
T

√
π

∞∑
n=1

√
πzn

4n3/2

=
z

1− z
+

V

λ3
T

g3/2(z)

其中

多重对数函数 g3/2(z) =
4√
π

∫ ∞

0

dx x2z

ex2 − z
=

∞∑
α=1

zα

α3/2

用到了高斯积分
∫ ∞

0

e−ax2

=
1

2

√
π

a
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玻色-爱因斯坦凝聚

⟨n⟩ = 1

V

z

1− z
+

1

λ3
T

g3/2(z)

P = −ΩBE

V
= −kBT

V
ln(1− z) +

kBT

λ3
T

g5/2(z)

固定 ⟨n⟩ 和 T，让 V → ∞ 和 z → 1，由于 g3/2(1) 有限，则

z = 1− 1

n0V
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玻色-爱因斯坦凝聚

⟨n⟩ = 1

V

z

1− z
+

1

λ3
T

g3/2(z)

P = −ΩBE

V
= −kBT

V
ln(1− z) +

kBT

λ3
T

g5/2(z)

在极限 V → ∞ 下，可以认为 z = 1− 1/(n0V )，则

lim
V →∞

(
− 1

V
ln(1− z(V ))

)
= 0, lim

V →∞

(
1

V

z(V )

1− z(V )

)
= n0

压强可以忽略第一项的贡献

P =


kBT

λ3
T
g5/2(z), z < 1

kBT

λ3
T
g5/2(1), z = 1

粒子密度

⟨n⟩ =


1

λ3
T
g3/2(z), z < 1

n0 +
1

λ3
T
g3/2(1), z = 1
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玻色-爱因斯坦凝聚

• 当 T > Tc: µ < 0，z < 1

• 当 T > Tc：占据基态的粒子数 N0 和总粒子数相比可以忽略
• T < Tc 时：µ ≈ 0, z ≈ 1, N0 达到 N 同一量级，不可忽略
相变点

⟨n⟩ = 1

λ3
T

g3/2(1) =
1

λ3
T

Zeta(3/2)

序参量

η =
n0

⟨n⟩ =
⟨n⟩ − 1

λ3
T
g3/2(1)

⟨n⟩

= 1−
g3/2(1)

⟨n⟩λ3
T

= 1−
λ3
Tc

λ3
T

= 1−
(
T

Tc

)3/2
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玻色-爱因斯坦凝聚 热容

平均能量

E = −∂ lnΞ

∂β
= −3

2
Ω =

3

2

kBT

λ3
T

V g5/2(z)

cV =
1

N

(
∂E

∂T

)
V,N

=
3

2
kBv

[
∂

∂T

T

λ3
T

g5/2(z) +
T

λ3
T

∂g5/2(z)

∂z

∂z

∂T

]

• 当 T < Tc 时, z = 1，第二项为 0:

cV =
3

2
kBv

5

2λ3
T

g5/2(1)

• 在 T = Tc 时，可以令 λ3
T = g3/2(1)/n, 同时 v = V /N = 1/n

cV (T−
c )/kB =

15

4

g5/2(1)

g3/2(1)
= 1.925

即

cV
kB

= 1.925

(
T

Tc

)3/2

for T < Tc
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玻色-爱因斯坦凝聚 热容

平均能量

E = −∂ lnΞ

∂β
= −3

2
Ω =

3

2

kBT

λ3
T

V g5/2(z)

cV =
1

N

(
∂E

∂T

)
V,N

=
3

2
kBv

[
∂

∂T

T

λ3
T

g5/2(z) +
T

λ3
T

∂g5/2(z)

∂z

∂z

∂T

]

• 当 T > Tc 时:
由 n = g3/2(z)/λ

3
T 和 dn

dT = 0 可得

0 =
dn
dT =

d
dT

(
1

λ3
T

)
g3/2(z) +

1

λ3
T

g3/2(z)

z

dz
dT =

3g3/2
2λ3

TT
+
g1/2
zλ3

T

dz
dT

因此
1

z

dz
dT = −3

2

g3/2
g1/2

1

T

利用 zg′n(z) = gn−1(z)，得到热容第二项

3

2
kBv

T

λ3
T

g3/2
z

−3zg3/2
2Tg1/2

= −9

4
kB

1

n

g23/2
g1/2

= −kB
9g3/2
4g1/2
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玻色-爱因斯坦凝聚 热容

平均能量

E = −∂ lnΞ
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3
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kBT

λ3
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cV =
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N

(
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)
V,N

=
3
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kBv

[
∂

∂T

T

λ3
T

g5/2(z) +
T

λ3
T

∂g5/2(z)

∂z

∂z

∂T

]

• 当 T > Tc 时: cV 的第一项为

3

2
kBv

5

2

1

λ3
T

g5/2(z) =
15

4
kB

1

n

1

λ3
T

g5/2(z) =
15g5/2(z)

4g3/2(z)

所以，总的热容为

cV /kB =
15

4

g5/2(z)

g3/2(z)
− 9

4

g3/2(z)

g1/2(z)
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玻色-爱因斯坦凝聚 热容

平均能量

E = −∂ lnΞ

∂β
= −3

2
Ω =

3

2

kBT

λ3
T

V g5/2(z)

cV =
1

N

(
∂E

∂T

)
V,N

=
3

2
kBv

[
∂

∂T

T

λ3
T

g5/2(z) +
T

λ3
T

∂g5/2(z)

∂z

∂z

∂T

]

• 当 T > Tc 时：
若 z → 1+, g1/2(1) 发散，得到

cV /kB → 15

4

1.341

2.612
− 9

4

g3/2(1)

∞ = 1.925

因此满足

cV (T−) = cV (T+)

但是

d
dT cV (T−) ̸= d

dT cV (T+)
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玻色-爱因斯坦凝聚 热容

• cV 连续, 对 T 的一阶导不连续
• T → ∞, cV → 3kB/2
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玻色-爱因斯坦凝聚 实验

nλ3
T ≥ g3/2(1), n

(
h√

2πmkBT

)3

≥ 2.612

• 1924 年，Bose 和 Einstein 提出
• 极低温，如何保持原子的气体状态 → 气体处在极低的密度
• 当密度比标准状态的气体密度低 5 个数量级，使蒸汽液化或者固化的时间
很长，而气体的热平衡时间很短

• 然而 n 越小，Tc 越低，就需要效率很高的冷却技术
n ≈ 1014 ∼ 1015cm−3, Tc 约为 µK 的量级

• 1995 年，Colorado 大学在碱金属 87Rb (Z=37) 气体中观测到了 BEC
其中 T = 172 nK, n = 2.6× 1012 cm−3, 凝聚在基态的原子数约为 1000 个

• 1995 年，Rice 大学在碱金属 7Li 气体中观测到了 BEC
其中 T = 400 nK, n = 1012 cm−3, 凝聚在基态的原子数约为 1000 个
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玻色-爱因斯坦凝聚
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玻色-爱因斯坦凝聚

问：二维系统是否存在玻色凝聚？

变量代换 x2 = βp2/2m,

N̄ =
z

1− z
+

2V

λ2
T

∫ ∞

λT
√

π/L

dx xz

ex2 − z

=
z

1− z
+

2V

λ2
T

∫ ∞

λT
√

π/L

dx
∞∑

n=1

xe−nx2

zn

=
z

1− z
+

2V

λ2
T

∞∑
n=1

zn

2n

=
z

1− z
+

V

λ2
T

g1(z)

• ∑
n

zn

n
要求 z 必须小于 1，否则它自身发散

z < 1 → 不能形成 BEC
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Outline

玻色系统和费米系统的热力学函数

玻色-爱因斯坦凝聚

声子

费米系统
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声子

固体中原子形成周期性排列结构，相邻原子之间形成耦合作用，每个原子在平
衡位置做微振动 q = q0 + u

Φ = Φ0 +
∑
α

(
∂Φ

∂qr,α

)
uα(r) +

1

2

∑
r,r′,α,β

(
∂2Φ

∂qr,α∂qr′,β

)
uα(r)uβ(r′) + . . .

• 原子平衡位置 ∂Φ
∂q

= 0

E =
∑
r,α

1

2
mu̇α(r) +

1

2

∑
r,r′,α,β

Kαβ(r − r′)uα(r)uβ(r′) + Φ0

• 傅里叶变换

uα(r) =
1√
N

∑
k
eik·rũ(k)
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声子

1

2N

∑
r,r′,α,β

Kαβ(r − r′)
(∑

k

eik·rũα(k)
)(∑

k′

eik
′·rũβ(k′)

)

=
1

2N

∑
r,r′,α,β

∑
k,k′

Kαβ(ρ)e
ik·(R+ρ/2)ũα(k)eik

′·(R−ρ/2)ũβ(k′)

=
1

2N

∑
k,k′,α,β

∑
R,ρ

ei(k+k′)·R
(
Kαβ(ρ)e

i(k−k′)·ρ/2
)
ũα(k)ũβ(k′)

=
1

2

∑
k,k′,α,β

δ(k + k′)

(∑
ρ

Kαβ(ρ)e
i(k−k′)·ρ/2

)
ũα(k)ũβ(k′)

=
1

2

∑
k,α,β

(∑
ρ

Kαβ(ρ)e
ik·ρ

)
ũα(k)ũβ(−k)

=
1

2

∑
k,α,β

K̃αβ(k)ũα(k)ũβ(−k)

=
1

2

∑
k,α,β

K̃αβ(k)ũα(k)ũ∗
β(k)
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声子

∑
r,α

1

2
mu̇α(r)2 =

∑
r,α

1

2
m

(
d
dt
∑

k

1√
N
eik·rũα(k)

)(
d
dt
∑

k′

1√
N
eik

′·rũα(k′)

)

=
1

2N
m

∑
k,k′,r,α

ei(k+k′)·r ˙̃uα(k) ˙̃uα(k′)

=
1

2
m
∑

k,k′,α

δ(k + k′) ˙̃uα(k) ˙̃uα(k′)

=
1

2
m
∑
k,α

˙̃uα(k) ˙̃uα(−k)

=
∑
k,α

p̃α(k)p̃α(−k)
2m

=
∑
k,α

p̃α(k)p̃∗α(k)
2m
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声子

H =
∑
k,α

1

2m
|p̃α(k)|2 +

∑
k,α,β

K̃αβ(k)
2

ũα(k)u∗
β(k)
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声子

H =
∑
k,α

[
1

2m
|p̃α(k)|2 +

K̃(k)
2

|ũα(k)|2
]

• 对角化
• 3N 个独立的振子

• ωα(k) =
√

K̃(k)
m
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声子

E =

3N∑
i=1

h̄ωi

(
ni +

1

2

)
+Φ0, ni = 0, 1, 2, . . .

配分函数

Z =
∑

e−βH = e−βE0
∏
i

∞∑
ni=0

e−βh̄ωini = e−βE0
∏
i

1

1− e−βh̄ωi

固体内能

Ē = −∂ lnZ
∂β

= E0 +
∑
i

h̄ωi

eβh̄ωi − 1
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声子气体 爱因斯坦模型
• 爱因斯坦模型：所有模式的频率相同，都为 ωE

E = E0 + 3N
h̄ωE

eβh̄ωE − 1

C =
dE
dT = 3NkB

(
TE

T

)2
e−TE/T

(1− e−TE/T )2

TE=ħωE/kB

• T ≫ TE , C → 3NkB
• T ≪ TE , C → 0

• C 随温度指数衰减
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声子气体 德拜模型

• 德拜 (Debye) 认为在低温时低频的声子容易被激发
• k = 0 对应的是晶胞的平移，即系统没有变化，因此 K̃(k = 0) = 0，由连
续性

lim
k→0

K̃(k) = 0

• 在 k 很小时展开

K̃(k) = Ak +Bk2 + Ck3 +O
(
k4
)

K(ρ) = K(−ρ) 保证 K̃(k) = K̃(−k)，所以不存在奇数阶
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声子气体 德拜模型

• 德拜 (Debye) 认为在低温时低频的声子容易被激发
• k = 0 对应的是晶胞的平移，即系统没有变化，因此 K̃(k = 0) = 0，由连
续性

lim
k→0

K̃(k) = 0

• 在 k 很小时展开

K̃(k) = Bk2 +O
(
k4
)

K(ρ) = K(−ρ) 保证 K̃(k) = K̃(−k)，所以不存在奇数阶
• 振动模式频率

ω =

√
Bk2

m
= vk

其中 v =
√
B/m 为晶体中声子速度
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声子 德拜模型

31 / 50



大
湾
区
大
学

声子 德拜模型

Acoustical phonon branch

Optical phonon branch
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声子 德拜模型

E = E0 +
∑
k,α

h̄vk

eβh̄vk − 1
= E0 +

3V

(2π)3

∫
d3k h̄vk

eβh̄vk − 1

• 相空间积分

dqdp
h

=
dq dh̄k
h

=
dqdk
2π

• 德拜温度：存在一个最大的 k 对应的即是

TD =
h̄vkmax

kB
≈ h̄v

kB

π

a

a 为晶格常数
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声子 德拜模型

E = E0 +
∑
k,α

h̄vk

eβh̄vk − 1
= E0 +

3V

(2π)3

∫
d3k h̄vk

eβh̄vk − 1

T ≫ TD: The classical limit

E(T ) = E0 +
3V

(2π)3

∫
d3k h̄vk

(1 + βh̄vk)− 1

= E0 + 3V
1

(2π)3

∫
d3k kBT

得到

E(T ) = E0 + 3NkBT, C = 3NkB
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声子 德拜模型

E = E0 +
∑
k,α

h̄vk

eβh̄vk − 1
= E0 +

3V

(2π)3

∫
d3k h̄vk

eβh̄vk − 1

T ≪ TD: set x = βh̄vk, thus one can have d3k = 4πx2dx/(βh̄v)3

lim
T≪TD

E(T ) ≈E0 +
3V

8π2

(
kBT

h̄v

)3

4πkBT

∫ ∞

0

dx x3

ex − 1

= E0 +
3V

8π2

(
kBT

h̄v

)3

4πkBT
π4

15

=E0 +
π2

10
V

(
kBT

h̄v

)3

kBT

The heat capacity

C =
dE
dT = kBV

2π2

5

(
kBT

h̄v

)3

∝ T 3
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玻色系统和费米系统的热力学函数

玻色-爱因斯坦凝聚

声子

费米系统
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费米系统

ZFD(T, V, µ) =
∏(

1 + e−β(ε−µ)
)2

平方代表的是自旋自由度

系统巨势

ΩFD(T, V, µ) = −kBT lnZFD(T,V,µ) = −2kBT
∑
l

ln
(
1 + e−β(εl−µ)

)
得到粒子数

⟨N⟩ = −
(
∂ΩFD

∂µ

)
T,V

=
∑
l

g

eβ(ε−µ) + 1
=
∑
l

⟨nl⟩

量子态 l 上的占据数

⟨nl⟩ =
g

eβ(εl−µ) + 1
=

gz

eβεl + z

不同于玻色子，费米子的分布函数不会有发散的问题，所有逸度 z = eβµ 可以
是 0 ≤ z ≤ ∞，也就是说 0 ≤ ⟨nl⟩ ≤ g，每个量子态 l 上最多可以占据 g 个粒
子，g 为量子态的简并度
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费米系统

ZFD(T, V, µ) =
∏(

1 + e−β(ε−µ)
)2

平方代表的是自旋自由度
系统巨势

ΩFD(T, V, µ) = −kBT lnZFD(T,V,µ) = −2kBT
∑
l

ln
(
1 + e−β(εl−µ)

)
得到粒子数
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费米气体 零温

When T → 0, β → ∞

nl =
1

eβ(ε−µ) + 1
=

{
0, ε > µ

1, ε < µ

• T = 0K 时，只有 ε < µ 的态被占据
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费米气体 零温

n =
N

V
=

g

V

∑
h̄2k2

2m
≤εF

1 =
g

V

V

(2π)3

∫
k2≤2mεF /h̄2

dk

=
g

8π3

4

3
π

(
2mεF

h̄2

)3/2
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费米气体 零温

n =
N

V
=

g

V

∑
h̄2k2

2m
≤εF

1 =
g

V

V

(2π)3

∫
k2≤2mεF /h̄2

dk

=
g

8π3

4

3
π

(
2mεF

h̄2

)3/2

• 得到费米能量 (Fermi energy)

εF =
h̄2

2m

(
6π2n

g

)2/3

和费米波矢 (Fermi wavenumber): kF =
(

6π2n
g

)1/3
• 态密度 (DOS)

g(ε) =
dn(ε)

dε =
g

4π2

(
2m

h̄

)3/2

ε1/2
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费米气体 零温

n =
N

V
=

g

V

∑
h̄2k2

2m
≤εF

1 =
g

V

V

(2π)3

∫
k2≤2mεF /h̄2

dk

=
g

8π3

4

3
π

(
2mεF

h̄2

)3/2

• 可以得到以下关系
εF ∼ n2/3, kF ∼ n1/3

又由 n ∼ l−3, 得到 kF ∼ 1/l。(l 为粒子间的平均距离)
• DOS 可以写成 g(ε) = C

√
ε, C 为常数

n =

∫ εF

0

dε g(ε) = 2

3
Cε

3/2
F =⇒ C =

3

2

n

ε
3/2
F

得到 g(εF ) =
3
2

n
εF

g(ε) = g(εF )
g(ε)

g(εF )
= g(εF )

C
√
ε

C
√
εF

=
3

2

n

εF

√
ε

εF
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费米气体 零温

n =
N

V
=

g

V

∑
h̄2k2

2m
≤εF

1 =
g

V

V

(2π)3

∫
k2≤2mεF /h̄2

dk

=
g

8π3

4

3
π

(
2mεF

h̄2

)3/2

• 能量

E

V
=

∫ εF

0

dε g(ε)ε = 3

2

n

ε
3/2
F

2

5
ε
5/2
F =

3

5
nεF

每个粒子平均能量

E

N
=
E

V

V

N
=

3

5
εF

• 压强

P = −
(
∂E

∂V

)
T,N

= −3

5
N

(
∂εF
∂V

)
T,N

由 εF ∼ n2/3 =
(
N
V

)2/3 得到
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费米气体 零温
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V
=

∫ εF

0

dε g(ε)ε = 3

2

n

ε
3/2
F

2

5
ε
5/2
F =

3

5
nεF

每个粒子平均能量

E

N
=
E

V

V

N
=

3

5
εF

• 压强

P = −
(
∂E

∂V

)
T,N

= −3

5
N

(
−2

3

εF
V

)
=

2

5
nεF

温度为零时，压强有限值
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费米气体

T > 0?
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费米气体 有限温

T=0

• 零温时，只有费米面以下的态被填充
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费米气体 有限温

• 升温：费米面以下的粒子可能被激发到费米面以上
• → 正则系综
• 费米面以下 (以上) 被激发的粒子数

g(εF −∆ε)∆ε < g(εF +∆ε)∆ε

由于 g(ε) ∝
√
ε. 为保证粒子数守恒，费米面也会随温度移动
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费米气体

I =

∫
A(E)f(E)dE = −

∫
K(E)f ′(E)dE

= −
∫ [

K(µ) +K′(µ)(E − µ) +
1

2
K′′(µ)(E − µ)2 + . . .

]
f ′(E)dE

= −
∫ [

K(µ) +
1

2
A′(µ) (E − µ)2 + . . .

]
f ′(E)dE

=

∫ µ

−∞
A(E)dE +

π2

6
(kBT )

2 dA
dE

∣∣∣∣
E=µ

• 索末菲尔德展开 (Sommerfeld expansion)
• 第一个等号用分部积分，并令 K′(E) = A(E)

• 第二行到第三行用到了函数在 E = µ 的奇偶性
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费米气体 有限温

n =

∫ ∞

0

g(ε)

eβ(ε−µ) + 1

=

∫ µ

0

g(ε)dε+ π2

6
(kBT )

2g′(ε = µ)

=

∫ εF

0

g(ε)dε+
∫ µ

εF

g(ε)dε+ π2

6
(kBT )

2 g′(µ)

由于 n 不随温度变化，上式红色部分为零

(µ− εF )g(εF ) ≈ −π
2

6
(kBT )

2g′(µ)

因此得到

µ(T ) = εF − π2

6
(kBT )

2 g
′(εF )

g(εF )

由于 g(ε) = C
√
ε
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费米气体 有限温

n =

∫ ∞

0

g(ε)

eβ(ε−µ) + 1

=

∫ µ

0

g(ε)dε+ π2

6
(kBT )

2g′(ε = µ)

=

∫ εF

0

g(ε)dε+
∫ µ

εF

g(ε)dε+ π2

6
(kBT )

2 g′(µ)

由于 n 不随温度变化，上式红色部分为零

(µ− εF )g(εF ) ≈ −π
2

6
(kBT )

2g′(µ)

因此得到

µ(T ) = εF − π2

6
(kBT )

2 1

2εF
= εF

[
1− π2

12

(
kBT

εF

)2
]
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费米气体 有限温

• 单位体积内能量变化

∆U ≈ [g(εF )kBT ] (kBT ) = g(ε) (kBT )
2

• 比热容

cV = 2g(εF )k
2
BT =

3n

εF
k2BT = 2nkB

T

TF

费米温度的量级 TF ∼ 104 K
• 晶体比热容 cV = cions

V + celec
V

cions
V =

12π4

5
nkB

(
T

TD

)3

, celec
V =

π2

2
nkBT

(
T

TF

)
一般有 TD ∼ 100K
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费米气体 有限温

Heat capacity of Cu

Ctotal = AT +BT 3

• Plot C/T versue T 2

• T 3 项在常温下占主导
• 足够低温下 T 1 项占主导

T < 0.1TD ∼ O(1)K
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泡利顺磁性 (Pauli paramagnetism)

• 电子内禀自旋角动量 µ = −µBσ

• 塞曼劈裂 −µ · B = µBσzB

ε±(k) = ε0(k)± µBB

M

V
= −µB (n+ − n−) > 0 → paramagnetic effect
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泡利顺磁性

自旋正电子态密度

g+(ε+ µBB) =
1

2
g(ε) =⇒ g+(ε) =

1

2
g(ε− µBB)

粒子密度

n+ =

∫ ∞

ε+min

dε g+(ε)f(ε, µ(B))

where

f(ε, µ(B)) =
1

e(ε−µ(B))/kBT + 1
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泡利顺磁性

自旋负电子态密度

g−(ε+ µBB) =
1

2
g(ε) =⇒ g−(ε) =

1

2
g(ε+ µBB)

粒子密度

n− =

∫ ∞

ε−min

dε g−(ε)f(ε, µ(B))

where

f(ε, µ(B)) =
1

e(ε−µ(B))/kBT + 1
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泡利顺磁性

M

V
= −µB [n+ − n−] = µB

∫
dε f(ε, µ) [g−(ε)− g+(ε)]

= µB

∫
dεf(ε, µ)

[
1

2
g(ε+ µBB)− 1

2
g(ε− µBB)

]
=

1

2
µB

∫
dε g(ε) [f(ε, µ+ µBB)− f(ε, µ− µBB)]

=
1

2
µB

∫
dε g(ε)

[
f(ε, µ) +

∂f

∂µ
(µBB)− f(ε, µ) +

∂f

∂µ
(µBB)

]
=

∫
dε g(ε)µ2

BB

(
∂f

∂µ

)
In T → 0 limit

M

V
→ µ2

BBg(εF )
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经典泡利顺磁性

根据玻尔兹曼分布，σz = ±1 的占据概率：

P (σz) =
e−βµBBσz

eβµBB + e−βµBB

磁性密度

M

V
=
N

V

M

N
= −nµB [P (1) + (−1)P (−1)] = −nµB

e−βµBB − eβµBB

eβµBB + e−βµBB

= nµB tanh(βµBB)

也可以定义磁化率

χB =
d(M/V )

dB
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经典泡利顺磁性

Quantum :
M

V
=

∫
dε g(ε)

(
∂f

∂µ

)
µ2
BB, Classical :M

V
= nµB tanh(βµBB)

• T → 0, 有 M/V → µBn，即所有自旋都朝向一个方向；

MQ

MC
→ 3µBB

2εF
≪ 1

• (室温) 高温，有 tanh(βµBB) → βµBB,

classical :MC

V
=
µ2
BBn

kBT
∝ 1

T

室温时仍然满足 T ≪ TF，

quantum :
MQ

V
=

3µ2
BnB

2εF

磁化率比值

χQ

χC
=
MQ

MC
=

3

2

(
kBT

εF

)
=

3

2

T

TF
≪ 1
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费米系统

对于费米系统，它表现出的物理量，如 µ(T ), cV , χ，都与费米面处的态密度
密切相关，g(εF ) 或者 g′(εF )，为什么?

• 对于 kBT ≪ εF 的简并气体，只有费米面附近能量 kBT 会被激发
• εF − kBT 以下的能量被全部填充
• 一个电子吸收大于 kBT 的能量跑到费米面以上的态是不太可能发生的事
件

• 可以被激发的电子有多少呢？≈ g(εF )kBT
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超导、超流、BEC、BCS

• 凝聚的粒子带电 → 超导
定域规范对称性破缺: U(1) → Z2

• 凝聚的粒子不带电 → 超流
整体连续对称性破缺

• Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS)
两个电子形成束缚对 (Cooper pairing)→ 带电玻色子

推荐阅读：Carlos A. R. Sá de Melo, When fermions become bosons: Pairing in ultracold gases
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小结

• 玻色和费米气体的热力学函数
• 量子气体的统计效应
• 玻色-爱因斯坦凝聚
• 费米在零温和有限温的效应，泡利顺磁性
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