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本课程大纲

第〇章 统计力学的历史
第一章 概率论和热力学回顾
第二章 统计物理中的微观和宏观联系
第三章 统计和系综理论
第四章 费米系统，玻色系统
第五章 非平衡统计理论初步和涨落
选修 几个前沿问题：非线性霍尔效应、非线性磁电效应
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Outline

统计物理中的微观和宏观

近独立子系组成系统的统计理论
统计中的经典和量子描述
态密度
玻尔兹曼 费米 玻色分布

系综理论
相空间和刘维尔定理
微正则系综
正则系综
巨正则系综
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统计物理是什么？

• 是物理学的一个重要分支，主要探索大量粒子（如原子、分子等）组成
的宏观系统的物理性质与微观运动规律之间的关系。
• 它建立在经典力学和量子力学等基础上，借助概率论和统计方法，从大量
微观粒子遵循的基本运动规律出发，建立描述整个系统统计平均特性的数
学模型。
• 揭示宏观热力学定律与微观运动规律之间的内在联系，为深入理解各种物
质的相变、临界现象、以及输运过程等提供有力的理论工具。
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微观和宏观

统计
宏观性质

我们看得到的现象

微观性质
我们看不到的现象

• 宏观物质由大量的原子、分子、电子和光子等微观粒子组成
• 微观粒子的运动服从力学规律。本质上说，微观粒子的运动可以用量子力
学描述，然而在一定条件下可以用经典力学近似
• 认为系统以一定概率出现在各个微观状态上，运用概率论和力学规律求出
各个微观量的统计平均，这个平均就是此微观量对应的宏观量
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最小尺度和运动规律

对应的 (或可分辨的) 最小空间尺度和最小时间尺度
• 肉眼分辨最小尺寸约为 10−3 cm
• 光学显微镜能分辨的最小空间尺寸约为 10−5 cm
• 电子显微镜能分辨到 10−7 ∼ 10−8cm
对应时间测量
• 人视觉能分辨的最小尺度约为 0.05 s
• GPS 的时间分辨率 ∼ ns
• 原子钟：2000 万年误差 1 秒

不同尺度下看到的世界是可能完全不一样的

物理学每门学科都有各自的最小尺度

原子物理：最小尺度大于原子核的直径，时间最小尺度应大于 a0/v
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微观和宏观

微观世界 宏观世界
ri, vi, mi V, T, M, P

体积
温度 质量

压强位置 速度 质量

• 热力学是宏观理论
• 统计物理的最小尺度和运动规律
统计物理的最小空间尺寸应远大于分子间的平均距离，最小时间尺度应远

大于分子的平均碰撞时间
→ 宏观小，微观大
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例：气体密度

ρ(r, t)
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例：气体密度

ρ(r, t)

• 空间不均匀度，特征长度 Λ

• 时间不均匀度，特征时间 T
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例：气体密度

体积 ∆V = ∆x∆y∆z 内气体的平均密度

ρ̄(r, t) = m∆N(r, t)
∆V

= mn̄(r, t)

∆N(r, t) =
∫ ∆V

0

dr
∫ ∆t

0

dtN(r, t)

尺寸：宏观小、微观大

• 测量体积元 ∆V 与测量的密度不均匀性的特征长度 Λ

a0 ≪ ∆x≪ Λ

• 气体密度随时间变化的宏观特征时间 T

τ ≪ ∆t≪ T
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= mn̄(r, t)

∆N(r, t) =
∫ ∆V

0

dr
∫ ∆t

0

dtN(r, t)

尺寸：宏观小、微观大

• 密度的空间不均匀性的特征长度 Λ ∼ 1× 10−2 cm, 如果取
∆x = 1× 10−3 cm，在 ∆V = 1× 10−9 cm3 的体积内仍有约 2.7× 1010

个分子 (一般气体密度 n ≈ 2.7× 1019 cm−3)
• 1 cm3 体积内分子在 1 s 内的碰撞次数约为 1× 1029, 如果 T = 1× 10−2 s，
取 ∆t ∼ 10−2s, 则在这段时间内 ∆V 体积内仍有 1017 次碰撞
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例：压强

在 ∆t 时间内碰到面积为 ∆A 器壁上的分子传给器壁的动量∫
nf(v) · 2mv cos θ · v cos θ ·∆t∆A dv

单位时间内气体分子传给单位面积的动量就是气体对器壁的压强

p = 2mn

∫
f(v)v2 cos2 θ dv
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在 ∆t 时间内碰到面积为 ∆A 器壁上的分子传给器壁的动量∫
nf(v) · 2mv cos θ · v cos θ ·∆t∆A dv

单位时间内气体分子传给单位面积的动量就是气体对器壁的压强

p = 2mn

∫
f(v)v2 cos2 θ dv

∆A 应为一个宏观小微观大的面积元，而 ∆t 应为宏观短微观长的时间间隔

∆A = 1× 10−6 cm2, ∆t = 1× 10−3 s

测出的是这段时间内由于大量气体分子碰撞这一面积对器壁的平均压强
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统计

1. 在一定的宏观条件下，大量偶然事件在整体上表现出的确定的规律
▶ 分子的微观运动是极其复杂的
▶ 微观粒子运动的力学规律是可逆的，而宏观热现象往往是不可逆的

2. 统计规律必然伴随着涨落
▶ 涨落：对统计平均值的偏离现象
▶ 涨落有大有小，有时正，有时负
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宏观状态和微观状态

假设一个隔板把一个容器分成体积相等的两部分，其中装有 N 个可以分辨的
理想气体，再假设左边分子数为 n，那么整体分布就是它的宏观状态，同时它
的微观状态数可以表示为

W (n,N − n) = Cn
N =

N !

n!(N − n)!

分布 (4,0) (3,1) (2,2) (1,3) (0,4)
微观状态数 1 4 6 4 1

• 宏观状态可以通过少数几个物理量确定
• 微观量是大量的，通常跟原子数目成指数关系
• 经典物理中，对一个有 f 个自由度的系统，整个系统由 f 个广义坐标和
f 个广义动量确定
• 系统处在平衡时，宏观状态不再变化，然而它的微观状态还在一直演化
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统计假设

• 等概率原理 (principle of equal a priori probabilities)
• 最概然分布 (most probable distribution)

等概率原理认为，对于处在平衡状态的
孤立系统，系统各个可能的微观状态出
现的概率是相等的。因此，分布包含的
可能微观状态数最多时，该分布出现的
概率就越大，即最概然分布。

13 / 125



大
湾
区
大
学

统计假设

装有 N 个理想气体分子的容器被隔板分成两部分，系统微观状态总数为 2N，
由等概率原理得到出现分布 (n,N − n) 的概率

p(n,N − n) = W (n,N − n)
2N

=
1

2N
N !

n!(N − n)!

• 当 N 很大时，p(n,N − n) 在 n = N/2 处有一个尖锐的极大值
• 分布 (N/2, N/2) 称为最概然分布
• n 偏离 N/2 的状态可能出现，但它出现的概率非常小，小到宏观上几乎
观察不到
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等概率假设与熵
Shanon Entropy

S = −
∑
i

pi ln pi
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等概率假设与熵
Shanon Entropy

S = −
∑
i

pi ln pi

1. 抛硬币事件，假设正面朝上的概率为 p，反面朝上概率为 1− p，则

S = −p ln p− (1− p) ln(1− p)

0 1/2 1
p

Sh
an

on
 E

nt
ro

py
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等概率假设与熵
Shanon Entropy

S = −
∑
i

pi ln pi

2. pi 为系统的概率分布，求在什么条件下 S 极大，可利用拉格朗日乘子法 (见
后面的介绍)

L = −
∑
i

pi ln pi − λ
(∑

i

pi − 1

)

S 取极值时满足 ∂L
∂pi

= 0，得到

− ln pi − pi
1

pi
− λ = 0 =⇒ pi = e−λ−1

pi 是常数，每个状态出现的概率相等 → 等概率假设
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等概率假设与熵
Shanon Entropy

S = −
∑
i

pi ln pi

3. 等概率假设：假设系统有 W 个状态，则 pi = 1/W

S = −
W∑
i=1

1

W
ln 1

W
=

W∑
i=1

1

W
lnW = lnW

波尔兹曼熵为 S = kB lnW
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等概率假设与熵
Shanon Entropy

S = −
∑
i

pi ln pi

• 等概率使得熵极大
• 等概率假设下，香农熵与波尔兹曼熵等价

Boltzmann entropy is an upper bound to Shanon entropy that a system
can have for a fixed number of microstates
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粒子运动状态的经典描述

Classical Quantum

• 如果粒子遵循经典力学的运动规律，对粒子运动状态的描述成为经典描述
位置、动量 ↔ 相空间 ↔ 牛顿方程

• 如果粒子遵循量子力学的运动规律，对粒子运动状态的描述成为量子描述
概率、干涉 ↔ 波函数 ↔ 薛定谔方程
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µ 空间

粒子自由度是 r

广义坐标 : q1, q2, . . . , qr

广义动量 : p1, p2, . . . , pr

粒子哈密顿量: H(q1, . . . , qr, p1, . . . , pr, t)

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −

∂H

∂qi
, where i = 1, . . . , r

µ 空间是指由广义坐标和广义动量围成的维度是 2r 的空间
• 代表点，µ 空间的一个点：粒子的一个微观状态
• 相轨迹，µ 空间的轨迹：粒子随时间的演化
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粒子运动状态的量子描述

谐振子能级

• 微观粒子不可能同时具有确定的动量和坐标，表明粒子的运动不是轨道运
动。因此，微观粒子的运动状态不能用坐标和动量来描述，而是用波函数
或量子数

比如系统是由不可分辨的粒子组成的量子系统
• 量子力学中，微观粒子的运动状态称为量子态，量子态由一组量子数来表
征。这组量子数的个数等于粒子的自由度数
• 微观粒子的能量是不连续的，称为能级，如果一个能级的量子态不止一个，
该能级就称为简并的。一个能级的量子态数成为该能级的简并度
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方势阱中的粒子

对于在 0 ∼ L 范围内运动的一维自由粒子，在经典力学中粒子的运动状态
(x, p) 可用 µ 空间内的一个点表示，粒子的能量 ε = p2

2m
，能量 ε 对应的动量

pε = ±
√
2mε

• 粒子均匀分布在 x ∈ [0, L]

• 独立系统能量守恒，相轨迹只可能
是等能面
• 等能面在 µ 空间中是两条直线
• 相空间大小

Ωε = 2L
√
2mε

Ωε

-pε

pε

问：微观状态数是多少?
无限？有限？
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方势阱中的粒子

ih̄
∂Ψ

∂t
= HΨ

一维自由粒子的哈密顿量为

H = − h̄2

2m

d2

dx2

满足边界条件 Ψ(x = 0) = Ψ(x = L) = 0 的波函数为

Ψ(x) = A sin(kx) where kL = nπ, n = 1, 2, . . . (n 可以是负数吗？)

对应的能量

εn =
h̄2k2

2m
=

h2

8mL2
n2

• 粒子能量在 0 和 ε 之间的量子态数目为 Wε = n =
√
8mε
h

L

Wε =
Ωε

h

刚好等于在经典力学中相空间体积除以 h(普朗克常数)，即一个一维自由
粒子的的一个量子态对应的相格是 h
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三维方势阱

经典描述

ε =
p2x + p2y + p2z

2m
=

p2

2m

• 粒子均匀分布在空间 L× L× L 中
• 粒子能量小于等于 ε 的相空间体积为

Ωε = V
4

3
πp3 =

4πV

3
(2mε)3/2
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三维方势阱
量子态的波函数

Ψ(x, y, z) = A sin(kxx) sin(kyy) sin(kzz)

• 波矢满足 kxL = nxπ, kyL = nyπ, kzL = nzπ, nx, ny, nz = 1, 2, . . .

• 能量

ε(nx, ny, nz) =
h̄2k2

2m
=

h2

8mL2
(n2

x + n2
y + n2

z)

n2 ≡ n2
x + n2

y + n2
z =

8mεL2

h2

• n = 1 时系统简并是多少？

(nx, ny, nz) = (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)

• 粒子能量在 0 和 ε 之间的量子态数

Wε =
1

8

4π

3

(√
8mεL2

h

)3

=
4πV

3

(2mε)3/2

h3
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Ψ(x, y, z) = A sin(kxx) sin(kyy) sin(kzz)

• 波矢满足 kxL = nxπ, kyL = nyπ, kzL = nzπ, nx, ny, nz = 1, 2, . . .

• 能量

ε(nx, ny, nz) =
h̄2k2

2m
=

h2

8mL2
(n2

x + n2
y + n2

z)

n2 ≡ n2
x + n2

y + n2
z =

8mεL2

h2

• n = 1 时系统简并是多少？

(nx, ny, nz) = (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)

• 粒子能量在 0 和 ε 之间的量子态数

Wε =
1

8

4π

3

(√
8mεL2

h

)3

=
4πV

3

(2mε)3/2

h3
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一维谐振子

ε =
p2

2m
+

1

2
mω2x2

n=0
n=1
n=2

一维谐振子 µ 空间轨迹

• 能量可以写成椭圆方程

x2

2ε/(mω2)
+

p2

2mε
= 1

• 能量小于等于 ε 的 µ 空间大小

Ωε = π
√
2mε

√
2ε

mω2
=

2πε

ω
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一维谐振子

量子力学中，谐振子能量

εn = (n+
1

2
)h̄ω, n = 0, 1, 2, . . .

• 能量在 0 和 ε 之间的量子态数目

Wε =
ε

h̄ω

• Wε 刚好是相空间体积除以普朗克常数

Wε =
Ωε

h
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相空间
在宏观体积中，粒子的动量和能量是连续的，
求 L3 内动量 px 到 px + dpx, py 到 py + dpy, pz 到 pz + dpz 间的量子态数目

dnx =
Ldpx
h

, dny =
Ldpy
h

, dnz =
Ldpz
h

因此，总的量子态数目为：

dnxdnydnz =
L3dpxdpydpz

h3
=
V

h3
dpxdpydpz

在固体物理中，人们更喜欢用波矢来表示 pi = h̄ki，则

dnxdnydnz =
V

(2π)3
dkxdkydkz

求和变积分
一般情况，dn = 1, 所以 d 维系统中有∑

n

=
V

(2π)d
dk
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相空间

微观粒子的运动必须遵守不确定性关系，不可能同时具有确定的动量和坐标，
所以量子态不能用 µ 空间的一个点来描述，如果确实需要用广义坐标和广义
动量来描述量子态，那么一个状态必须对应 µ 空间的一个体积元，而不是一个
点，这个体积元称为量子相格

• 自由度为 1 的粒子，相格大小为普朗克常数 ∆q∆p ≈ h
• 如果自由度为 r，相格大小为

∆q1 . . .∆qr∆p1 . . .∆pr ≈ hr

• 粒子在 µ 空间某个区域的总微观状态数

W =
Ω

hr
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态密度 (Density of states, DOS)

dW = g(ε) dε
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态密度 (Density of states, DOS)

定义：(单位体积) 相邻两个能量曲面 ε 到 ε+ dε 之间的微观状态数，记为能
态密度，简称态密度。
1. 计算等能面 ε 所围的相体积 Ω(ε)

2. 计算 ε→ ε+ dε 间隔内的相体积 dΩ(ε)
3. 计算 ε→ ε+ dε 间隔内的微观状态数 dW

dW =
dΩ(ε)
hr

= D(ε)dε

→ D(ε) =
dW
dε =

1

hr

dΩ(ε)
dε

定义单位体积的态密度 g(ε) = D(ε)/V
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态密度

对于体积 V 具有 N 个能级的系统，态密度可以写成

g(E) =
1

V

N∑
i=1

δ(E − Ei)

空间尺度 L→∞，可以写成连续形式

g(E) =

∫
Rd

ddk

(2π)d
δ(E − E(k))
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例：自由粒子态密度
能量：ε = 1

2m

∑d
i=1 p

2
i = h̄2

2m

∑d
i=1 k

2
i

• 三维

Ω =

∫
dr
∫
E≤ε

dp = V
4

3
π(2mε)3/2

→ D(ε) =
1

h3

dΩ
dε = V

2π(2m)3/2ε1/2

h3

• 二维

Ω =

∫
dr
∫
E≤ε

dp = V π(2mε)

→ D(ε) =
1

h2

dΩ
dε = V

2πm

h2

• 一维

Ω =

∫
dr
∫
E≤ε

dp = V 2(2mε)1/2

→ D(ε) =
1

h

dΩ
dε =

V

h

√
2m

ε
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例：自由粒子态密度

能量：ε = 1
2m

∑d
i=1 p

2
i = h̄2

2m

∑d
i=1 k

2
i

g(ε) =
1

(2π)3

∫
dkxdkydkzδ(ε− εk)

=
1

(2π)3

∫ ∞

0

dk
∫ π

0

dθ
∫ 2π

0

dϕk2 sin θδ
(
ε− h̄2k2

2m

)
=

1

(2π)3
× 2× 2π ×

∫ ∞

0

dk k2δ

(
ε− h̄2k2

2m

)
=

1

(2π)3
× 2× 2π × k2

h̄2k/m

∣∣∣∣
k=

√
2mε/h̄

=
2m

(2π)2

√
2mε/h̄

h̄2

=
2π(2m)3/2ε1/2

h3
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自由粒子态密度

可以证明无限深方势阱的自由粒子态密度也有相同的规律

3D : D(ε) ∼ ε1/2, 2D : D(ε) ∼ ε0, 1D : D(ε) ∼ ε−1/2

• 一维系统在 E → 0 时态密度发散
• 一维系统：(n+ 1)2 − n2 ∼ 2n+ 1，能级差随着 n 在变大
• 三维系统：(nx, ny, nz) = (3, 1, 1), (1, 3, 1), (1, 1, 3) 简并，同时与态

(2, 2, 2) 的能量很小
• 三维系统态密度随着 ε 增大而增大，说明相邻能级的能量差在变小，同时
三维系统具有更高的简并度
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能级分布

设一个孤立系统由 N 个全同的近独立粒子组成，系统能级 εl，其对应的简并
度为 ωl，占据的粒子数为 al

能级 ε1, ε2, ε3, . . .
简并度 ω1, ω2, ω3, . . .
粒子数 a1, a2, a3, . . .

• 每个分布 {al} 满足 ∑
l

al = N,
∑
l

alεl = E

• 每种分布可以有很多微观状态
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费米系统

• 粒子不可分辨
• 遵循泡利不相容原理: al ≤ ωl

• 对于能级 εl 有 al 个原子，微观状态数为：从 ωl 个简并态中挑出 al 个占
据原子，所以有 Cal

ωl 种可能的分布

WF ({al}) =
∏
l

Cal
ωl

=
∏
l

ωl!

al!(ωl − al)!
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玻色系统

• 粒子不可分辨
• 每个量子态占据的粒子数不受限制
• 对于能级 εl 有 al 个原子，微观状态数为：假设有 al 个小球排成一行，
以及 ωl − 1 个隔板，隔板形成的 ωl 个独立区域里面的小球数目就是 ωl

个简并态的占据数，所以可能的情况有 (al+ωl−1)!
al!(ωl−1)

WB({al}) =
∏
l

(al + ωl − 1)!

al!(ωl − 1)!

隔板

⼩球

1 2 3 4 5

al = 6 个小球，ωl = 5 个量子态
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玻尔兹曼系统

• 粒子可分辨
• 每个量子态占据的粒子数不受限制
• 对于能级 εl 有 al 个原子，微观状态数为：al 个原子占据在 ωl 个态上，
共有 ω

al
l 中方式，N 个原子可以分辨，有 N ! 种交换方式，但是需要除去

同一能级的交换次数 al!，所以产生了因子 N !/
∏

l al!

WBol =
N !∏
l al!

∏
l

ω
al
l
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热力学平衡 最概然分布

系统具有确定的粒子数和能量∑
l

al = N,
∑
l

alεl = E

分布的概率

W ({al} , N, V,E)

C(N,V,E)

系统的微观状态总数

C(N,V,E) =
∑
{al}

W ({al} , N, V,E)

• 使微观状态数 W 取最大值 Wm 的分布 {al} 称为最概然分布
• 从统计物理来看，系统自发地趋于最概然分布
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玻尔兹曼分布

WBol =
N !∏
l al!

∏
l

ω
al
l

lnWBol = lnN ! +
∑
l

(al lnωl − ln al!) ≈ N lnN +
∑
l

al(lnωl − ln al + 1)

这里用到了斯特林公式

lnn! ≈ n(ln−1), n≫ 1
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玻尔兹曼分布

WBol =
N !∏
l al!

∏
l

ω
al
l

lnWBol = lnN ! +
∑
l

(al lnωl − ln al!) ≈ N lnN +
∑
l

al(lnωl − ln al + 1)

使 lnWBol 取极大值

δ lnWBol = −
∑
l

ln
(
al
ωl

)
δal = 0

约束条件 ∑
l

al = N,
∑
l

εlal = E

拉格朗日未定乘子法 (Lagrange multiplier)

δ lnWBol − αδN − βδE = −
∑
l

(
ln al
ωl

+ α+ βεl

)
δal = 0

得到

al = ωle
−α−βεl 39 / 125
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拉格朗日未定乘子法
满足约束条件 g(x, y) = c 的前提下，求函数 f(x, y) 的极值

y

g(x,y) = c

f(x,y) = d
1

f(x,y) = d2

x

f(x,y) = d3

• 极值点处，f(x, y) 和 g(x, y) 的法线平行

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy = 0, dg =

∂g

∂x
dx+

∂g

∂y
dy = 0

→ dy
dx = −∂f/∂x

∂f/∂y
= −∂g/∂x

∂g/∂y

→ ∂f

∂x
= −λ∂g

∂x
,

∂f

∂x
= −λ∂g

∂x
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拉格朗日未定乘子法
满足约束条件 g(x, y) = c 的前提下，求函数 f(x, y) 的极值

y

g(x,y) = c

f(x,y) = d
1

f(x,y) = d2

x

f(x,y) = d3

• 极值点处，f(x, y) 和 g(x, y) 的法线平行
• 定义拉格朗日函数

L(x, y, λ) = f(x, y) + λ [g(x, y)− c]

• L 的稳定点

∂L
∂x

= 0,
∂L
∂y

= 0,
∂L
∂λ

= 0
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拉格朗日未定乘子法
满足约束条件 g(x, y) = c 的前提下，求函数 f(x, y) 的极值

y

g(x,y) = c

f(x,y) = d
1

f(x,y) = d2

x

f(x,y) = d3

• 需要解三个方程 
∂xf(x, y) + λ∂xg(x, y) = 0,
∂yf(x, y) + λ∂yg(x, y) = 0,
g(x, y)− c = 0
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拉格朗日未定乘子法：例子

求圆 x2 + y2 = 80 上，距离点 (1, 2)
最近和最远的点
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拉格朗日未定乘子法：例子

求圆 x2 + y2 = 80 上，距离点 (1, 2)
最近和最远的点

L = (x− 1)2 + (y − 2)2 − λ(x2 + y2 − 80)

∂L

∂x
= 0,

∂L

∂y
= 0,

∂L

∂λ
= 0

(x, y) = (4, 8) 或者 (x, y) = (−4,−8)
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玻色分布

WB({al}) =
∏
l

(al + ωl − 1)!

al!(ωl − 1)!

假设 al, ωl ≫ 1，有近似 ωl − 1 ≈ ωl, al + ωl − 1 ≈ al + ωl, 由斯特林公式，
可得

lnWB =
∑
l

[(al + ωl) ln(al + ωl)− al ln al − ωl lnωl]

对 al 取变分

δ lnWB =
∑
l

ln
(
ωl

al
+ 1

)
δal

拉格朗日未定乘子法

δ lnWB − αδN − βδE =
∑
l

[
ln
(
ωl

al
+ 1

)
− α− βεl

]
δal

即有

al =
ωl

eα+βεl − 1
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玻色分布

al =
ωl

eα+βεl − 1

• 拉格朗日乘子由宏观条件确定∑
l

ωl

eα+βεl − 1
= N,

∑
l

εlωl

eα+βεl − 1
= E,

• 玻色-爱因斯坦分布
fB =

ωl

eβ(ε−µ) − 1

• 若 ε− µ = 0, 温度足够低 → 宏观量子数的玻色子占据基态

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

〈
n〉

(ε-μ)/kT

Bose-Einstein
Maxwell-Boltzmann

Fermi-Dirac
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费米分布

WF ({al}) =
∏
l

Cal
ωl

=
∏
l

ωl!

al!(ωl − al)!

• 用变分法和拉格朗日未定乘子法求费米分布

lnWF =?

δ lnWF =?

• 费米-狄拉克分布

f =
ωl

eβ(ε−µ) + 1
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玻尔兹曼系统的热力学函数

N =
∑
l

al =
∑
l

ωle
−α−βεl = e−α

∑
l

ωle
−βεl

E =
∑
l

alεl = e−α
∑
l

εlωle
−βεl

定义单粒子配分函数 (partition function)

Z1(β, y) =
∑
l

ωle
−βεl =

∑
s

e−βεs

• 系统平均能量，即内能

E =
N

Z1

∑
l

εlωle
−βεl = − N

Z1

(
∂Z1

∂β

)
y

= −N
(
∂ lnZ
∂β

)
y
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玻尔兹曼系统的热力学函数

dU = d
(∑

l

alεl

)
=
∑
l

aldεl +
∑
l

εldal

• 右边第一项
∑

l aldεl 表示粒子在分布保持不变，能级变化引起内能的变
化
• 准静态过程 dU = dW + dQ, 外界对系统做功 dW = Y dy

dW =
∑
l

aldεl =
∑
l

al
dεl
dy dy

广义力可以表示为

Y =
∑
l

al
dεl
dy

广义力是微观量 dεl
dy 的统计平均，这与经典力学的结论相吻合

• 广义力可以用配分函数表示

Y = e−α
∑
l

ωle
−βεl dεl

dy =
N

Z1

(
− 1

β

∂

∂y

)
β

∑
l

ωle
−βεl = −N

β

(
∂ lnZ1

∂y

)
β
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玻尔兹曼系统的热力学函数

dU = d
(∑

l

alεl

)
=
∑
l

aldεl +
∑
l

εldal

• 当外参量 y = V , Y = −P

P =
N

β

(
∂ lnZ1

∂V

)
β
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玻尔兹曼系统的热力学函数

dU = d
(∑

l

alεl

)
=
∑
l

aldεl +
∑
l

εldal

• 右边第二项是分布变化引起内能的变化
系统从外界吸热等于粒子在各能级中重新分布所增加的内能

dQ =
∑
l

εldal

• 与广义力不同，热量和熵没有微观力学量，需要通过热力学关系得到

dS =
1

T
(dU − Y dy)

= −Nkβd∂ lnZ1

∂β
+Nk

∂ lnZ1

∂y
dy

= Nk

[
−d
(
β
∂ lnZ1

∂β

)
+
∂ lnZ1

∂β
dβ +

∂ lnZ1

∂y
dy
]

上式后两项刚好就是 d lnZ1, 所以得到熵的表达式

dS = Nkd
(

lnZ1 − β
∂ lnZ1

∂β

)
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玻尔兹曼系统的热力学函数

dU = d
(∑

l

alεl

)
=
∑
l

aldεl +
∑
l

εldal

• 积分后，得到 (忽略积分常数)

S = Nk

(
lnZ1 − β

∂ lnZ1

∂β

)
• 上式第二项可以写成能量的形式，并把 lnZ1 = lnN + α 代入，得到

S = k (N lnN + αN + βE)

= k

(
N lnN + α

∑
l

al + β
∑
l

εlal

)

= k

(
N lnN +

∑
l

al ln ωl

al

)

玻尔兹曼粒子的微观状态数 WBol =
N !∏
l al!

∏
l ω

al
l

• 右边正是微观状态数的对数，所以得到玻尔兹曼关系

S = k lnW
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玻尔兹曼分布

• 系统的微观状态数是由粒子在各能级的量子态上分配的方式来确定的。对
于一种分布，如果粒子的运动越混乱，粒子占据的能级范围越广，则这种
分布对应的微观状态数也越多，其熵也越大。当系统达到平衡态时，系统
中的粒子数由玻尔兹曼分布给定，此时 W 达到极大值，系统的熵也达到
极大值。
• 全同粒子 W =WBol/N !, 所以

S = Nk(lnZ1 − β
∂ lnZ1

∂β
)−k lnN !

• 熵增加原理
热力学中，一个孤立系统总会自发地通过实际的热力学过程向熵增加方向
发展，达到平衡态时系统的熵最大。在统计物理中，熵的增加表示孤立系
统从非平衡态的微观状态数较小的分布向微观状态数较大的分布过渡，达

到平衡后，微观状态数最大，熵最大
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例子：单原子分子理想气体
在边长为 L 的立方体中，自由粒子的能量可以通过薛定谔方程得到

ε =
h2

8mL2
(n2

x + n2
y + n2

z)

配分函数

Z1 =

∞∑
nx,ny,nz=1

exp
[
− βh2

8mL2
(n2

x + n2
y + n2

z)

]

=

[
∞∑

nx=1

exp
(
−β∆εtn2

x

)]3

这里 δεt =
h2

8mL2 为平动能级间距，如果 ∆εt 比较小，则可以认为 nx 是连续
的，从而用高斯积分求解

∞∑
nx=1

e−β∆εtn
2
x ≈ e−β∆εtn

2
xdnx − 1 ≈ 1

2

√
π

β∆εt

→ Z1 =

(
2πm

βh2

)3/2

V
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例子：单原子分子理想气体
• 压强

P =
N

β

∂ lnZ1

∂V
=
N

V
kT

• 内能

U = −N ∂ lnZ1

∂β
=

3

2
NkT

• 热容量

CV =
∂U

∂T
=

3

2
kN

• 熵 (非全同粒子)

S = Nk

(
lnZ1 − β

∂ lnZ1

∂β

)
≈ Nk ln

[
V

(
2πmkT

h2

)3/2
]
+

3

2
Nk

用到了 lnN ! = N lnN −N
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∂V
=
N
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kT

• 内能

U = −N ∂ lnZ1

∂β
=

3

2
NkT

• 热容量

CV =
∂U

∂T
=

3

2
kN

熵 (全同粒子)

S = Nk

(
lnZ1 − β

∂ lnZ1

∂β

)
− k lnN !

≈ Nk ln
[
V

N

(
2πmkT

h2

)3/2
]
+

5

2
Nk

用到了 lnN ! = N lnN −N
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例子：单原子分子理想气体

• 经典极限下，分子的动能可以看作是分子动量的准连续函数
• 在体积 V 内，分子的微观状态数 V

h3 dpxdpydpz

dNp =
V

h3
e−α− β

2m
(p2x+p2y+p2z)dpxdpydpz

• 代入 eα = Z1/N = V (2πmkT/h2)3/2/N 的表达式

dNp = N

(
1

2πmkT

)3/2

e−
1

2mkT
(p2x+p2y+p2z)
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吉布斯悖论 (Gibbs paradox)

考虑两个相同的容器，里面装着种类、体积 V、质量、温度 T、压强等完全相
同的理想气体，两个容器之间由一个阀门连接，假设关闭阀门的熵为 S，根据
前面的公式

S = Nk

(
lnZ1 − β

∂ lnZ1

∂β

)
≈ Nk ln

[
V

(
2πmkT

h2

)3/2
]
+

3

2
Nk

• 总的熵为 2S

• 打开阀门后，由于系统处于平衡状态，因此不会发生宏观变化。然而，熵
增加 (S′ − 2S)

S′ − 2S = 2kN ln 2

• 关闭阀门后，熵再次减小为 2S

违反热力学第二定律
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吉布斯悖论

非全同粒子

S = Nk

(
lnZ1 − β

∂ lnZ1

∂β

)
≈ Nk ln

[
V

(
2πmkT

h2

)3/2
]
+

3

2
Nk

N, T, S N, T, S

2N, T, 2S 2N, T, S'
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吉布斯悖论

全同粒子

S = Nk

(
lnZ1 − β

∂ lnZ1

∂β

)
− lnN !

≈ Nk ln
[
V

N

(
2πmkT

h2

)3/2
]
+

5

2
Nk

N, T, S N, T, S

2N, T, 2S 2N, T, 2S
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例子：双原子分子理想气体

ε = εt + εv + εr

• 平动
能量均分定理：对于处在温度 T 的平衡状态的经典系统，例子能量中的
广义坐标 qi 和广义动量 pi 的每一个平方项的平均值都等于 1

2
kBT

• 振动：双原子之间相对的振动可以近似成角频率为 ω 的谐振子
• 转动
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双原子分子理想气体

设三种能级的简并度为 ωt、ωv、ωr，则配分函数

Z =
∑
l

ωle
−βεl =

∑
t,v,r

ωtωvωre
−β(εt+εv+εr)

=
∑
t

ωte
−βεl

∑
v

ωve
−βεv

∑
r

ωre
−βεr = ZtZvZr

内能

U = −N ∂

∂β
lnZ = −N ∂

∂β
(lnZt + lnZv + lnZr)

热容

CV =

(
∂U

∂T

)
V

= Ct
V + Cv

V + Cr
V
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双原子分子: 振动模式

H =
n∑

i=1

p2i
2m

+ V(x1, . . . , xn)

• 化学键强度 ∼eV，差不多 ∼ 104 K

xi = x∗i + ui

x∗i 表示原子的平衡位置

V = V ∗ +
1

2

n∑
i,j=1

3∑
α,β=1

∂2V
∂xi,α∂xj,β

ui,αuj,β +O
(
u3)

• 由于处在平衡位置，V 没有 ui,α 的一阶项
• 二阶项只有非负的本征值
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双原子分子: 振动模式

对角化后，对 H 作幺正变换

H1 = V∗ +

3n∑
s=1

(
p2s
2m

+
Ks

2
u2
s

)
• 由能量均分定理

⟨H1⟩ = V∗ +
3n+m

2
kBT

m 为非零的 Ks 的数目

3 个平移自由度，r 个转动自由度，3n− 3− r 个振动自由度
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双原子分子: 振动模式

对角化后，对 H 作幺正变换

H1 = V∗ +

3n∑
s=1

(
p2s
2m

+
Ks

2
u2
s

)
• 平移对称性

V(x1 + c, . . . , xn + c) = V(x1, . . . , xn)

没有能量储存在质心 Q =
∑

α xα/n→ 减去三个自由度
• 转动对称性。分子的转动数目 0 ≤ r ≤ 3

因此剩下 m = 3n− 3− r 个非零的本征值

⟨H1⟩ =
6n− 3− r

2
kBT

3 个平移自由度，r 个转动自由度，3n− 3− r 个振动自由度
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双原子分子: 振动模式

热容

CV =
6n− 3− r

2
kB , CP = CV + kB =

6n− 1− r
2

kB

二者比值 γ = CP /CV

分子类型 代表分子 n r 振动模式数量 CV γ

Monatomic He 1 0 0 3kB/2 5/3
Diatomic O2 or CO 2 2 1 7kB/2 9/7
Linear triatomic O− C−O 3 2 4 13kB/2 15/13

Planar triatomic H/
O\H 3 3 3 12kB/2 7/6

Tetra-atomic NH3 4 3 6 18kB/2 10/9

跟实验吻合吗？
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双原子分子: 振动模式

H2 的等容热容
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双原子分子: 振动模式

双原子分子由一个振动模式，其经典配分函数

Zv =

∫
dp dq
h

exp
[
−β
(
p2

2m
+

1

2
mω2q2

)]
=

1

h

√
2πm

β

2π

βmω2

=
2π

hβω
=
kBT

h̄ω

储存在这个模式的平均能量

⟨Hv⟩ = −
∂ lnZv

∂β
= kBT

一个振动模式包括势能和动量，因此能量是 2
2
kBT，对应的等容热容为

CV = kB
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双原子分子: 振动模式

量子配分函数

Zq
v =

∞∑
n=0

e−βh̄ω(n+1/2) =
e−βh̄ω/2

1− e−βh̄ω

• 在高温近似下

lim
β→0

Zq
v =

1

βh̄ω
=
kBT

h̄ω

• 能量

⟨E⟩ = −∂ lnZ
∂β

=
h̄ω

2
+ h̄ω

e−βh̄ω

1− e−βh̄ω

• 热容

Cvib = kB

(
h̄ω

kBT

)2
e−βh̄ω

(1− e−βh̄ω)2
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双原子分子: 振动模式

振动模式的量子热容
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双原子分子：转动模式 (Rotational mode)

L =
I

2

(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

)
• 角动量量子化 L2 = l(l + 1)h̄2, l = 0, 1, 2, . . .

• 简并度 2l + 1

Zrot =
∞∑
l=0

exp
[
−βh̄

2l(l + 1)

2I

]
(2l + 1)

阅读 Kardar,《Statistical Physics of Particles》, page 160-161
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小结

• 经典和量子的统计描述
• 态密度 (DOS)
• 玻尔兹曼分布，费米分布，玻色分布
• 配分函数
• 单原子分子理想气体，双原子分子理想气体
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Outline

统计物理中的微观和宏观

近独立子系组成系统的统计理论
统计中的经典和量子描述
态密度
玻尔兹曼 费米 玻色分布

系综理论
相空间和刘维尔定理
微正则系综
正则系综
巨正则系综
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相空间和刘维尔定理

单粒子系统
• 最概然假设 → 玻尔兹曼分布、玻色分布和费米分布
• 热力学公式
一般系统
• 当系统中相互作用不可忽略，单粒子状态不能从整个系统分离
• 系综理论把大量粒子当作一个力学系统
• 大量宏观性质相同的系统在相空间的概然分布
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相空间
系统由 N 个粒子组成，设单个粒子的自由度是 r，系统中所有粒子的广义坐
标和广义动量

q1, q2, . . . , qrN ; p1, p2, . . . , prN

构成的 2rN 维相空间被成为 Γ 空间
• 系统某一时刻运动状态由 q1, q2, . . . , qrN ; p1, p2, . . . , prN 决定，表示相空
间的一个点 (代表点)
• 系统的宏观量是对观测量 u(t) 的时间平均

⟨u⟩t =
1

T

∫ T

0

u(t) dt

• 处于热力学平衡态的孤立系统，宏观量不随时间变化，在宏观短微观长的
时间内，对微观状态是相当长的事件，系统已经经历了一切可能的微观状
态，测量得到的宏观量可以看作是系统的微观量 u 对一切可能的微观状
态的统计平均

ū =

∫
uρ dΩ∫
ρ dΩ

这里 ρ dΩ = ρ dq1 . . . dqrN dp1 . . . dprN 表示出现在 Γ 空间体积元 dΩ 的
微观状态代表点的个数，

∫
ρdΩ 是系统经历的微观状态的总数
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系综

设想在同一时刻 t，有大量的宏观性质完全相同的的系统，它们分别处在由这
些不同时刻的代表点所描述的微观状态。这样，原来是一个系统在不同时刻的
代表点，被想象成许多有相同的宏观条件的系统在同一时刻，但处于不同时刻
的代表点。这些系统都是我们所研究的系统的复本，它们具有完全相同的宏观
性质，但微观上状态不同，吉布斯 (Gibbs) 把这些想象的系统的集合称为统计
系综，简称系综。
• 宏观性质完全相同、彼此独立的大量力学系统的集合
• 系综是处在各种可能的微观状态的力学系统总和的形象化的化身
• 不管是对时间的平均，还是对所有微观状态的平均，都是系综的平均

ū = ⟨u⟩c = ⟨u⟩t

这是系综理论的基本原理

67 / 125



大
湾
区
大
学

如何证明力学量的系综平均和时间平均相等

• 玻尔兹曼
• 各态历经 (Erdodicity)
对于孤立的力学系统，只要时间够长，系统从任一初态出发，都将遍历能

量曲面上的一切微观态
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相空间密度

dqi
dt =

∂H

∂pi
dpi
dt = −∂H

∂qi

• 系统的宏观状态

U, T, P, N

• 系统的微观状态
• 无限小体积元 dΓ =

∏N
i=1 d3pid3qi 内的代表点数目 dN (p, q, t)

ρ(p, q, t) dΓ = lim
N→∞

dN(p, q, t)
N
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刘维尔定理 (Liouville’s theorem)

对于保守力学系统，在 Γ 空间中代表点的密度 ρ 在运动中保持不变。其数学
表达式为

dρ
dt = 0

其中，dρ
dt 是代表点密度的运动变化率，它代表着跟随着代表点一起运动时去

观察 ρ 的时间变化率

The phase space density ρ(Γ, t) behaves like an incompressible fluid
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刘维尔定理 (Liouville’s theorem)

对于保守力学系统，在 Γ 空间中代表点的密度 ρ 在运动中保持不变。其数学
表达式为

dρ
dt = 0

其中，dρ
dt 是代表点密度的运动变化率，它代表着跟随着代表点一起运动时去

观察 ρ 的时间变化率

dρ
dt =

∂ρ

∂t
+

rN∑
i=1

(
∂ρ

∂qi
q̇i +

∂ρ

∂pi
ṗi

)
= 0

利用欧拉方程，就可以得到

∂ρ

∂t
= [H, ρ] where [H, ρ] =

rN∑
i=1

(
∂H

∂qi

∂ρ

∂pi
− ∂H

∂pi

∂ρ

∂qi

)
[·, ·] 表示泊松括号 (Poisson bracket)
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刘维尔定理
假定相空间 (q1, qrN , p1, . . . , prN ) 组成一个超空间 U，我们可以定义空间上的
流

J = [q̇1, . . . , q̇rN , ṗ1, . . . , ṗrN ]ρ

假定一个体积元 U 内的密度为 ρ(q, p)，则单位时间内体积元内粒子的变化
∂Q

∂t
= −

∮
∂U

J · n dS = −
∫
U

∇ · J dV (∗)

其中，有

∇ · J =
rN∑
n=1

(
q̇n

∂ρ

∂qn
+ ṗn

∂ρ

∂pn

)
+ ρ

rN∑
n=1

(
∂q̇n
∂qn

+
∂ṗn
∂pn

)

=
rN∑
n=1

(
q̇n

∂ρ

∂qn
+ ṗn

∂ρ

∂pn

)
+ ρ

rN∑
n=1

(
∂2H

∂pn∂qn
− ∂2H

∂qn∂pn

)

=

rN∑
n=1

(
q̇n

∂ρ

∂qn
+ ṗn

∂ρ

∂pn

)
代入 (*) 即可得到

∂ρ

∂t
+

rN∑
n=1

(
q̇n

∂ρ

∂qn
+ ṗn

∂ρ

∂pn

)
= 0
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刘维尔定理

(
∂q̇n
∂qn

+ ∂ṗn
∂pn

)
代表什么物理意义？:

假设代表点 (qn, pn) 经过时间 δt 后，演化到 (q′n, p
′
n)

q′n = qn + q̇nδt+O
(
δt2
)
, p′n = pn + ṗnδt+O

(
δt2
)

dq′n = dqn +
∂q̇n
∂qn

dqn δt, dp′n = dpn +
∂ṗn
∂pn

dpn δt

相体积

dq′n dp′n = dqn dpn
[
1 +

(
∂q̇n
∂qn

+
∂ṗn
∂pn

)
δt

]
即 dqn dpn = dq′n dp′n，演化中相空间体积不变
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刘维尔定理
• 系综分布函数 ρ(qn, pn, t) 在运动中保持不变，即代表点在运动中没有集
中或者分散的倾向
• 稳定系综：系统达到平衡，系统的宏观量不再随时间变化 ∂ρ

∂t
= 0

• 沿任何一条轨道运动时，ρ 是不随时间变化的常数 → 稳定系综的分布函
数 ρ 是 H 的函数

0 =
∂ρ

∂t
= −[H, ρ(H)] = −ρ′[H,H]

在等能面上，ρ 是常数
• 如果系统还有其他守恒量 [Ln, H] = 0，ρ 还是守恒量的函数：
ρ(q, p) = ρ(H,L1, L2, . . . )

dLn(q, p)

dt =
Ln(q(t+ dt), p(t+ dt))− Ln(q(t), p(t))

dt

=
∑
i

(
∂Ln

∂qi
q̇i +

∂Ln

∂pi
ṗi

)
=
∑
i

(
∂Ln

∂qi

∂H

∂pi
− ∂Ln

∂pi

∂H

∂qi

)
= [Ln, H]
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刘维尔定理

• 物理量的时间演化

d ⟨O⟩
dt =

∫
dΓ ∂ρ(p, q, t)

∂t
O(p, q)

=
3N∑
α=1

∫
dΓO(p, q)

(
∂ρ

∂pα

∂H

∂qα
− ∂ρ

∂qα

∂H

∂pα

)
利用分部积分

d ⟨O⟩
dt = −

3N∑
α=1

∫
dΓ ρ

[(
∂O
∂pα

∂H

∂qα
− ∂O
∂qα

∂H

∂pα

)
+O

(
∂2H

∂pα∂qα
− ∂2H

∂qα∂pα

)]
= −

∫
dΓ ρ{H,O} = ⟨{O, H}⟩

注意

d ⟨O⟩
dt ̸=

∫
dΓ dρ(p, q, t)

dt O(p, q)
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刘维尔定理

• 在时间反演操作下 (p, q, t)→ (−p, q,−t)，意味着 {ρ,H} 反号，所以有

ρ(p, q, t) = ρ(−q, q,−t)

• 如果一个系统由两个子系统组成，分布函数 ρ = ρ1ρ2, ln ρ = ln ρ1 + ln ρ2
• ln ρ 和能量 E 都是可加量，它们应成线性关系

ln ρ = α+ βE

α, β 是常数，ρ ≥ 0
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量子统计系综 密度矩阵

讨论一个由 N 个性质完全相同的、彼此独立的系统集合所构成的量子系综，
这些系统的特性可以用它们共同的哈密顿量 H 来表征，在 t 时刻系统的状态
由波函数 ψ(q, t) 来表征，q = (q1, q2, . . . , qs)，令 ψk(q, t) 表示系综内第
k(k = 1, 2, . . . , N) 个系统的归一化波函数

Hψk(q, t) = ih̄
∂

∂t
ψk(q, t)

设 {φn(q)} 是一组正交归一的完备基矢，系综波函数可以展开为

ψk(q, t) =
∑
n

akn(t)φn(q)

引入密度矩阵

ρ =
1

N

N∑
k=1

∣∣∣ψk
〉〈
ψk
∣∣∣
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量子统计系综 密度矩阵

• 若 N1 个系统处在量子态 ψ1(q, t)，N2 个系统处在 ψ2(q, t),…,∑
iNi = N . 密度矩阵

ρ =
∑
i

ρi

∣∣∣ψi
〉〈
ψi
∣∣∣

这里 ρi = Ni/N 表示处在量子态 ψi(q, t) 的概率
• 矩阵元

ρmn(t) = ⟨φm|ρ|φn⟩ =
1

N

N∑
k=1

akm(t)ak∗n (t) =
∑
i

ρia
i
ma

i∗
n

• 双重平均：量子平均 + 系综平均
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量子统计系综 密度矩阵

力学量 B 在第 i 个量子态的平均

⟨B⟩i =
〈
ψi
∣∣∣B∣∣∣ψi

〉
=
∑
n,m

〈
ψi
∣∣∣φn

〉
⟨φn|B|φm⟩

〈
φm

∣∣∣ψi
〉
=
∑
n,m

ai∗n a
i
mBnm

系综平均值

B̄ =
1

N

N∑
k=1

⟨B⟩i =
∑
i

ρi ⟨B⟩i =
∑
i

ρi
∑
n,m

ai∗n a
i
mBnm =

∑
n,m

ρmnBnm = tr(ρB)
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量子刘维尔定理

ih̄ρ̇ =
1

N
ih̄

N∑
k=1

(∣∣∣ψ̇k
〉〈
ψk
∣∣∣+ ∣∣∣ψk

〉〈
ψ̇k
∣∣∣)

=
1

N

N∑
k=1

(
H
∣∣∣ψk
〉〈
ψk
∣∣∣− ∣∣∣ψk

〉〈
ψk
∣∣∣H)

= Hρ− ρH = [H, ρ]

量子刘维尔定理写为

ρ̇ =
1

ih̄
[H, ρ]

• [A,B] 表示力学量 A 和 B 的对易子
• 经典力学的泊松括号 → 代替为 1

ih̄
[H, ρ]
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量子刘维尔定理

• 如果系统是非简并的，对于能量 En 只有一个量子态 φn

ln ρn = α+ βEn

• 如果系统的能级是简并的，在同一个能级上有不止一个量子态，此时系统
必定还有其它守恒量，如系统的动量、角动量等

ln ρi = α+ βEn + γ · pj + µ · L + . . .
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刘维尔定理

Thermodynamics describes the behavior of macroscopic objects and try to
answer the following questions:
• How can we define “equilibrium”for a system of moving particles?
• Do all systems naturally evolve towards an equilibrium state?
• What is the time evolution of a system that is not quite in equilibrium?
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系综

Statistical mechanics is a probabilistic approach to equilibrium macroscopic
properties of large numbers of degrees of freedom

Under a macrostate M , there are various microstates {µ}:

Statistical mechanics aims to find out pM (µ)
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微正则系综 (Microcanonical ensemble)

微正则系综是由大量的粒子数为 N、体积 V 和能量 E 完全相同的孤立系的集
合所组成的统计系综
• 考虑到测量误差，能量可以在 E ∼ E +∆E 区间内有微小变化
• 等概率假设：满足同样宏观性质的微观状态有很多，我们没有任何条件预
知系统处在哪个微观态，所以有等概率假设

ρ =

{
1
Ω
, E < En < E +∆E

0, Others

• 微观状态数

Ω =
1

hrN

1

N !

∫
E≤H(q,p)≤E+∆E

dΩ

系数 1/N ! 是考虑了 N 个全同粒子交换产生的 N ! 个相格
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微正则系综

• 平衡态的分布必然是系统哈密顿量的函数 ρ(H)

• 系统处在 |E, n⟩ 的概率 Pn = ⟨E, n|ρ|E, n⟩，则系统熵为

S = −kB Tr[ρ ln ρ] = −kB
N(E)∑
n=1

Pn lnPn

N(E) 表示处在能量 E 的量子态数目
根据熵增定律，S 取最大值时系统处在平衡态，因此问题变为：

在
∑N(E)

n=1 Pn = 1 条件下，S 取最大值时的分布是什么？

→ 拉格朗日未定乘子法
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微正则系综

根据拉格朗日未定乘子法

δ

N(E)∑
n=1

(α0Pn − kBPn lnPn)

 = 0→
∑
n=1

(α0 − kB − kB lnPn) δPn = 0

所以有

Pn = e1−α0/kB = constant

其中 α0 是一个归一化常数，保证
∑N(E)

n=1 Pn = 1

Pn =
1

N(E)

• 熵取得极大值的条件是所有等能量的量子态具有相同的占据概率

S = kB lnN(E),

(
∂S

∂E

)
N,X

=
1

T
,

(
∂E

∂N

)
S,X

= µ
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微正则系综
单原子分子理想气体

H(pi) =
3N∑
i=1

p2i
2m

能量 H(q, p) ≤ E 的相空间体积的微观状态数为

Σ(E) =
1

N !h3N

∫
H(q,p)≤E

dq1 . . . dq3Ndp1 . . . dp3N

=
V N

N !h3N

∫
∑3N

i=1 p2i≤2mE

dp1 . . . dp3N

上式的积分是 3N 维空间中半径为
√
2mE 的

球体的体积，利用右边的公式可得

Σ(E) =
V N

N !h3N

(2πmE)3N/2

Γ(3N/2 + 1)

能量 E ∼ E +∆E 的微观状态数

Ω(E) =
∂Σ

∂E
∆E =

V N

N !h3N

(2πmE)3N/2

Γ(3N/2)

∆E

E

半径 r 的 n 维空间球体体积为

Vn =
πn/2

Γ(n/2 + 1)
rn
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微正则系综
考虑一个孤立系统 A0, 它由两个只有微弱相互作用的系统 A1 和 A2 组成，A1

和 A2 在保持自身粒子数和体积不变的前提下进行热交换，最终达到热平衡。
系统 A0 的微观状态数为两个子系统的微观状态数相乘

Ω0(E1, E2) = Ω1(E1)Ω2(E2) 其中 E1 + E2 = E

由等概率原理，使 Ω0 取极大值的宏观态是最概然状态，对应于热力学平衡。
对上式分别对数和变分

δ lnΩ0(E1, E2) =

[
∂ lnΩ1(E1)

∂E1
− ∂ lnΩ2(E2)

∂E2

]
δE1

• 整个系统能量守恒，所以满足 δE1 = −δE2

• 假设最概然状态下，A1 的能量是 Ē1, Ē2 = E0 − Ē1

• 得到热平衡的条件

∂ lnΩ1(E1)

∂E1

∣∣∣∣
E1=Ē1

=
∂ lnΩ2(E2)

∂E2

∣∣∣∣
E2=Ē2

即 β(Ē1) = β(Ē2)

• 由热力学关系
(
∂S
∂U

)
N,V

= 1
T
,

β =
1

kT
and S = k lnΩ
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微正则系综
假设上个例子的 A1 和 A2 还可以交换粒子和改变体积

E0 = E1 + E2, N0 = N1 +N2, V0 = V1 + V2

微观状态数

lnΩ0 = lnΩ1(E1, N1, V1) + lnΩ2(E2, N2, V2)

变分得到

δ lnΩ0 =

(
∂ lnΩ1

∂E1
− ∂ lnΩ2

∂E2

)
δE1 +

(
∂ lnΩ1

∂N1
− ∂ lnΩ2

∂N2

)
δN1

+

(
∂ lnΩ1

∂V1
− ∂ lnΩ2

∂V2

)
δV1

热力学关系

dU = TdS − PdV + µdN, S = k lnΩ

→d lnΩ =
dU
kT

+
P

kT
dV − µ

kT
dN

→
(
∂ lnΩ

∂E

)
V,N

=
1

kT
,

(
∂ lnΩ

∂V

)
E,N

=
P

kT
,

(
∂ lnΩ

∂N

)
E,V

= − µ

kT
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微正则系综
假设上个例子的 A1 和 A2 还可以交换粒子和改变体积
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)
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(
∂ lnΩ1

∂N1
− ∂ lnΩ2

∂N2

)
δN1

+

(
∂ lnΩ1

∂V1
− ∂ lnΩ2

∂V2

)
δV1

热平衡：
∂ lnΩ1

∂E1
=
∂ lnΩ2

∂E2
→ T1 = T2

相平衡：
∂ lnΩ1

∂N1
=
∂ lnΩ2

∂N2
→ µ1 = µ2

力平衡：
∂ lnΩ1

∂V1
=
∂ lnΩ2

∂V2
→ P1 = P2

88 / 125



大
湾
区
大
学

微正则系综

前面得到单原子分子的微观状态数

Ω(E) =
V N

N !h3N

(2πmE)3N/2

Γ(3N/2)

∆E

E

=
3N

2

V N

N !h3N

(2πmE)3N/2

(3N/2)!

∆E

E

从而得到

P

kT
=

(
∂ lnΩ

∂V

)
N,E

=
N

V
← 理想气体状态方程
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微正则系综

S =k lnΩ

=k ln 3N

2
− k lnN ! +Nk ln

[
V (2πmE)3/2

h3

]
− k ln(3N/2)! + k ln ∆E

E

≈Nk ln
[
V (2πmE)3/2

h3

]
− k(N lnN −N)− k

(
3N

2
ln 3N

2
− 3N

2

)
+ k ln 3N

2
+ k ln ∆E

E

≈Nk ln
[
V

Nh3

(
4πmE

3N

)3/2
]
+

5

2
NK

通过热力学关系，得到

1

T
=

(
∂S

∂E

)
N,V

=
3Nk

2E
=⇒ E =

3

2
NkT

熵的表达式

S = Nk ln
[
V

N

(
2πmkT

h2

)3/2
]
+

5

2
Nk
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热力学第一定律

假设系统坐标变化 δx，即对其做功 d̄W = Jδx, 内能变化 E + Jδx

δS = S(E + Jδx, x+ δx)− S(E, x) =
(
∂S

∂E

∣∣∣∣
x

J +
∂S

∂x

∣∣∣∣
E

)
δx

• 系统处在平衡态, 括号里面是 0： ∂S
∂x

∣∣
E
= −J ∂S

∂E

∣∣
x
= − J

T

• 得到熵的变化

dS (E, x) =
dE
T
− Jdx

T
→ dE = TdS + Jdx

输入热量 d̄Q = TdS
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热力学第二定律

Ω1(E
∗
1 , x1)Ω2(E

∗
2 , x2) ≥ Ω1(E1, x1)Ω2(E2, x2)

向更接近平衡的演化中，热力学第二定律要求熵的变化不能小于零

δS = S1(E
∗
1 ) + S2(E

∗
2 )− S1(E1)− S2(E2) ≥ 0

δS =

(
∂S1

∂E1

∣∣∣∣
x

− ∂S2

∂E2

∣∣∣∣
x

)
δE1 =

(
1

T1
− 1

T2

)
δE1 ≥ 0

克劳修斯表述
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例：二能级系统

H({ni}) = ε
N∑
i=1

ni ≡ εN1

由等概率原理

p ({ni}) =
1

Ω(E,N)
δε∑

i ni,E

微观状态数可由二项式系数得到

Ω(E,N) =
N !

N1!(N −N1)!

再由玻尔兹曼关系

S(E,N) = kB ln N !

N1!(N −N1)!

S(E,N) ≈ kB [N (lnN − 1)−N1 (lnN1 − 1)− (N −N1) (ln(N −N1)− 1)]

= kB [N lnN −N1 lnN1 − (N −N1) ln (N −N1)]

= kB

[
N lnN − E

ε
ln E
ε
−
(
N − E

ε

)
ln
(
N − E

ε

)]

93 / 125



大
湾
区
大
学

例：二能级系统

H({ni}) = ε
N∑
i=1

ni ≡ εN1

由等概率原理

p ({ni}) =
1

Ω(E,N)
δε∑

i ni,E

微观状态数可由二项式系数得到

Ω(E,N) =
N !

N1!(N −N1)!

再由玻尔兹曼关系

S(E,N) = kB ln N !

N1!(N −N1)!

S(E,N) ≈ kB
[
N lnN − E

ε
ln E
ε
−
(
N − E

ε

)
ln
(
N − E

ε
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= kB

[
N lnN − E

ε
ln E
ε
−
(
N − E

ε

)
ln
(
N − E/ε

N

)
−
(
N − E

ε

)
lnN

]
= −kB

[
E

ε
ln E

Nε
+

(
N − E

ε

)
ln
(
1− E

Nε

)]
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1− E

Nε

)]
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例：二能级系统

H ({ni}) = ε
N∑
i=1

ni ≡ εN1

平衡态下温度可以表示为
1

T
=

(
∂S

∂E

)
N

= −kB
ε

ln E

Nε− E
得到内能表达式

E(T ) =
Nε

eε/kBT + 1
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例：二能级系统

H ({ni}) = ε
N∑
i=1

ni ≡ εN1

平衡态下温度可以表示为
1

T
=

(
∂S

∂E

)
N

= −kB
ε

ln E

Nε− E

C =
dE
dT = NkB

(
ε

kBT

)2

eε/kBT
[
eε/kBT + 1

]2
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正则系综 (Canonical ensemble)

• 封闭系统
• 与外界热源交换能量，不交换物质
• 确定的物理量：粒子数 N，温度
T，体积 V

• 不确定：能量，压强，熵

• 系统 S 和热源 R 组成一个孤立系
统，能量守恒

E0 = E + Er

• 微观状态数是系统和热源的乘积

Ω0(E,Er) = Ω(E)Ωr(Er)
Remarks
• 微正则系综的能量守恒，利用等概率原理

Ω ∼
∫
等能面

dpdq

Ω ∼
∫
E+ER=E0

dpdq

• 考虑到热源的微观状态数，不同能量系统出现的概率将与能量有关

Ωs(E) ∼
∫
S

f(E)dpdq
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正则系综

复合系统的微观状态数

Ω0(E,Er) = Ω(E)Ωr(Er)

• Ωr(E0 − E) 越大，系统出现能量为 E 的微观状态的概率也越大

ρs ∼ Ωr(E0 − E)
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正则系综

假设热源很大 Er, E0 ≫ E, 可以将 Ωr(E0 − E) 在 E0 附近展开成泰勒级数，
通过前面的章节可以大概预知 Ωr ∼ (E0 − E)3N/2，这时的高阶项并没有小到
可以忽略，同时意识到 lnΩ 具有可加性，因此讨论微观状态数的对数函数

lnΩr(E0 − Es) = lnΩr(E0) +

(
∂ lnΩr

∂Er

)
Er=E0

(−Es) = lnΩr(E0)− βEs

由此得到正则分布函数

ρs =
1

Z
e−βEs

Z 为配分函数

Z =
∑
s

e−βEs

• 展开 lnΩ 本质上是展开熵 S = k lnΩ
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得到确定能量的概率

p(ε) =
∑
{µ}

p(µ)δ (H(µ)− ε) = e−βε

Z

∑
{µ}

δ (H(µ)− ε) = Ω(ε)e−βε

Z

=
1

Z
exp

[
S(ε)

kB
− ε

kBT

]
=

1

Z
exp

[
−F (ε)

kBT

]

Z =
∑
{µ}

e−βH(µ) =
∑
ε

e−βF (ε)

The average energy

⟨H⟩ =
∑
µ

H(µ)
e−βH(µ)

Z
= − 1

Z

∂

∂β

∑
µ

e−βH = −∂ lnZ
∂β
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正则系综

限制条件 Tr(ρ) = 1, Tr(Hρ) = ⟨E⟩ 下，保证 S = kB Tr (ρ ln ρ) 最大

δTr [α0ρ+ αEHρ− kBρ ln ρ] = 0

→ Tr [(α0 − kB)I + αEH − kB ln ρ] δρ = 0

Then

ρ =
exp(αEH/kB)

exp(1− α0/kB)
≡ exp(αEH/kB)

ZN (αE)
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正则系综

如果 φs 为哈密顿量 H 的本征态且能量为 Es，正则系综密度算符可表示为

ρ =
∑
s

|φs⟩ 1
Z
e−βEs ⟨φs| = 1

Z
e−βH

∑
s

|φs⟩⟨φs| = 1

Z
e−βH

配分函数

Z = tr
(
e−βH

)
利用量子态和 Γ 空间体积元的关系，也可得到正则分布的经典统计表达式

ρ(q, p)dΩ =
1

N !hNrZ
e−βE(q,p)dΩ

配分函数为

Z =
1

N !hNr

∫
e−βE(q,p)dΩ
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正则系综
微观量 u 的量子统计平均和经典统计平均的形式

ū =
1

Z

∑
s

use
−βEs =

1

Z

∑
l

ulWle
−βEl =

tr
(
ue−βH

)
tr(e−βH)

ū =
1

N !hNrZ

∫
u(q, p)e−βE(q,p)dΩ

• 能量

U = Ē =
1

Z

∑
s

Ese
−βEs =

1

Z

(
− ∂

∂β

)∑
s

e−βEs = −∂ lnZ
∂β

• 广义力 Y 是微观量 ∂Es
∂y
的统计平均

Y =
1

Z

∑
s

∂Es

∂y
e−βEs =

1

Z

(
− 1

β

∂

∂y

)∑
s

e−βEs = − 1

β

∂ lnZ
∂y

若 y = V，对应的广义力为 −P，因此压强

P =
1

β

∂ lnZ
∂V
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正则系综

dS =
1

T
(dU − Y dy) = 1

T

(
−d∂ lnZ

∂β
+

1

β

∂ lnZ
∂y

dy
)

=
1

T

[
−d∂ lnZ

∂β
+

1

β

(
d lnZ − ∂ lnZ

∂β
dβ
)]

= kd lnZ − kβd∂ lnZ
∂β

− k ∂ lnZ
∂β

dβ

= kd
(

lnZ − β ∂ lnZ
∂β

)

• 熵的表达式 S = k(lnZ − β ∂ ln Z
∂β

) = k(lnZ + βĒ)

S = −kB
∑
s

ρs ln ρs, ρs =
e−βEs

Z

这样定义的熵具有普遍意义，也称为广义熵
• 也可以得到自由能 F = Ē − TS = −kT lnZ
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方差

〈
H2〉

c
=
〈
H2〉− ⟨H⟩2 =

1

Z

∑
µ

H2e−βH − 1

Z2

(∑
µ

He−βH

)2

=
∂2 lnZ
∂β2

= −∂ ⟨H⟩
∂β

n 阶累积量 (cumulant) 可以表示为

⟨Hn⟩c = (−1)n ∂
n lnZ
∂βn

得到能量的方差〈
H2〉

c
= − ∂ ⟨H⟩

∂(1/kBT )
= kBT

2 ∂ ⟨H⟩
∂T

∣∣∣∣
x

= kBT
2Cx

• Cx 和 E 都是广延量，正比于 N√
⟨∆H2⟩
⟨H⟩2

=

√
⟨H2⟩c
⟨H⟩2

∼
√

1

N
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二能级系统

Z(T,N) =
∑
{ni}

e−βε
∑N

i=1 ni =

(
1∑

n1=0

e−βεn1

)
. . .

 1∑
nN=0

e−βεnN


= (1 + e−βε)N

• 内能

E = −∂ lnZ
∂β

=
Nεe−βε

1 + e−βε

• 自由能

F = −kBT lnZ = −NkBT ln
(
1 + e

− ε
kBT

)
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单原子分子理想气体 E =
∑3N

i=1

p2i
2m

:

Z =
1

N !h3N

∫
e−β

∑
i

p2i
2m dΩ =

V N

N !h3N

(
2mπ

β

)3N/2

以此，得到

Ē = −∂ lnZ
∂β

=
3

2
NkT

P =
1

β

∂ lnZ
∂V

=
1

β

N

V
=
NkT

V

S = k(lnZ + βĒ) = Nk ln
[
V

N

(
2πmkT

h2

)3/2
]
+

5

2
Nk

与微正则系综得到的结果相同
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微正则系综与正则系综

• 选择不同的独立变量和不同的特征函数
• 微正则系综选取以 N、V、E 为独立变量的熵 S 做为特征函数
• 正则系综选取以 N、V、T 为独立变量的自由能 F 做为特征函数
• 实际应用中，用温度比用能量作为变量更方便，而且计算微观状态数

Ω(E) 十分复杂，而正则系综配分函数的计算容易得多
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巨正则系综 (Grand canonical ensemble)

正则系综适用于具有确定粒子数、体积和温度的系统，即封闭系统。实际系统
可能设计粒子数的变化：
设想将系统和热源构成的一个符合系统，具有确定的能量 E0 和粒子数 N0，
设系统和源的能量和粒子数分别为 Es, Er 和 Ns, Nr。可以认为源很大：
E0, Er ≫ Es, N0, Nr ≫ Ns,

Es + Er = E0, Ns +Nr = N0

• 复合系统的微观状态数

Ω0(Ns, Nr, Es, Er) = Ω(Ns, Es)Ωr(N0 −Ns, E0 − Es)

• 由等概率原理，系统粒子数 Ns、能量 Es 的微观状态出现的概率正比于
Ωr

ρ(Ns, Es) ∝ Ωr(N0 −Ns, E0 − Es)
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巨正则系综
对 Ωr 进行展开

lnΩr(N0 −Ns, E0 − Es) = lnΩr(N0, E0) +

(
∂ lnΩr

∂Nr

)
N0,E0

(−Ns)

+

(
∂ lnΩr

∂Er

)
N0,E0

(−Es)

= lnΩr(N0, E0)− αNs − βEs

故得到巨正则系综的分布函数

ρ(Ns, Es) =
1

Ξ
e−αNs−βEs

巨配分函数定义为

Ξ =
∞∑

Ns=0

∑
s

e−αNs−βEs

物理量的统计平均可以表示为

ū =
1

Ξ

∞∑
Ns=0

∑
s

u(Ns, Es)e
−αNs−βEs

ū =
1

Ξ

∞∑
Ns=0

e−αNs

Ns!hrNs

∫
u(q, p)e−βE(q,p)dΩ
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巨正则分布的热力学公式

粒子数

N̄ =
1

Ξ

∞∑
N=0

∑
s

Ne−αN−βEs = − ∂

∂α
lnΞ

能量

U = Ē =
1

Ξ

∞∑
N=0

∑
s

Ese
−αN−βEs = − ∂

∂β
lnΞ

广义力

Y =
1

Ξ

∞∑
N=0

∑
s

∂Es

∂y
e−αN−βEs = − 1

β

∂

∂y
lnΞ
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巨正则分布的热力学公式

粒子数

N̄ =
1

Ξ

∞∑
N=0

∑
s

Ne−αN−βEs = −∂J
∂µ

能量

U = Ē =
1

Ξ

∞∑
N=0

∑
s

Ese
−αN−βEs = T

∂J

∂T

广义力

Y =
1

Ξ

∞∑
N=0

∑
s

∂Es

∂y
e−αN−βEs =

∂J

∂y

巨势定义为 J = −kBT lnΞ
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巨正则系综

思考：
1. 证明巨正则分布的熵可以表示为

S = k

(
lnΞ− β ∂ lnΞ

∂β
− α∂ lnΞ

∂α

)
= k

(
lnΞ + βĒ + αN̄

)
2. 单原子分子理想气体的巨配分函数为

lnΞ = V e−α

(
2πm

βh2

)3/2

3. 用巨正则分布证明理想气体的物态方程
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巨正则分布

只要求出巨配分函数 Ξ，由 lnΞ 对 α, β, y 的偏微分就可以得到平均粒子数，
平均能量和广义力，同时也可以计算系统的熵
• kT lnΞ 作为 α、β、y 的函数是一个特征函数，引入巨势 J(T, y, µ),

J = −kT lnΞ

由上页熵的等式，可以得到 J = Ē − TS − µN̄
• 巨势的微分形式

dJ = d
(
Ē − TS − µN̄

)
= −SdT + Y dy − N̄dµ

S = −
(
∂J

∂T

)
y,µ

, Y =

(
∂J

∂y

)
T,µ

, N̄ = −
(
∂J

∂µ

)
T,y
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巨正则分布 涨落
巨正则系综中，系统的粒子数存在涨落

(N −N)2 = N2 −N2

(
∂N

∂α

)
β,V

=
∂

∂α

(∑
N,sNe

−αN−βEs

Ξ

)

= −
∑

N,sN
2e−αN−βEs

Ξ
+

(
∑

N,sNe
−αN−βEs)2

Ξ2

= −N2 −N2

得到

(N −N)2 = −
(
∂N

∂α

)
β,V

= kT

(
∂N

∂µ

)
T,V

粒子数的相对涨落 √
(N −N)2

N
2 =

√
kT

N
2

(
∂N

∂µ

)
T,V
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巨正则分布 涨落

√
(N −N)2

N
2 =

√
kT

N
2

(
∂N

∂µ

)
T,V

取 T, V, N̄ 为独立变量，下面把上式化为可测量

• 设一个粒子的体积 v = V /N

• 由于 µ 和 p 是强度量，不能独立地依赖广延量 V 和 N

• µ(T, v) 和 p(T, v) 只是 T 和 v 的函数(
∂µ

∂N̄

)
V,T

=

(
∂µ

∂v

)
T

(
∂v

∂N̄

)
V

= − V

N̄2

(
∂µ

∂v

)
T

= − V

N̄2
v

(
∂p

∂v

)
T

= − V

N̄2
vN

(
∂p

∂V

)
N̄,T

= − V
2

N
2

(
∂p

∂V

)
N̄,T

=
V

N
2

1

κT

这里 κT = − 1
V

(
∂V
∂p

)
T
为等温压缩系数
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巨正则分布 涨落

√
(N −N)2

N
2 =

√
kT

N
2

(
∂N

∂µ

)
T,V

取 T, V, N̄ 为独立变量，下面把上式化为可测量

dG = V dp− SdT → dµ = νdp− S

N̄
dT

得到 (
∂µ

∂ν

)
T

= ν

(
∂p

∂v

)
T
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巨正则分布 涨落

√
(N −N)2

N
2 =

√
kT

N
2

(
∂N

∂µ

)
T,V

取 T, V, N̄ 为独立变量，下面把上式化为可测量

√
(N −N)2

N
2 =

√
kT

V
κT

• κT 和 T 为强度量，V 为广延量
• 理想气体 κT = 1/p，所以相对涨落为 1√

N

• 宏观系统 N ∼ 1023

• 粒子数涨落很大的系统，不宜用微正则和正则系综
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巨正则系综 → 平衡分布

玻色子

W (al, ωl) =
(al + ωl − 1)!

al!(ωl − 1)!

巨配分函数

Ξ =

∞∑
al=0

(al + ωl − 1)!

al!(ωl − 1)!
e−(α+βεl)al =

[
1− e−(α+βεl)

]−ωl

(1− x)−m = 1 +mx+
m(m− 1)

2!
x2 + · · ·+ xm =

∞∑
n=0

(m+ n− 1)!

n!(m− 1)!
xn
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巨正则系综 → 平衡分布

玻色子

W (al, ωl) =
(al + ωl − 1)!

al!(ωl − 1)!

巨配分函数

Ξ =

∞∑
al=0

(al + ωl − 1)!

al!(ωl − 1)!
e−(α+βεl)al =

[
1− e−(α+βεl)

]−ωl

āl = −
∂ lnΞ

∂α
=

ωl

eα+βεl − 1
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巨正则系综 → 平衡分布

费米子

W (al, ωl) =
ωl!

al!(ωl − al)!

巨配分函数

Ξ =

ωl∑
al=0

ωl!

al!(ωl − al)!
e−(α+βεl)al =

[
1 + e−(α+βεl)

]ωl

(1 + x)m = 1 +mx+
m(m− 1)

2!
x2 + · · · =

m∑
n=0

m!

n!(m− n)!x
n
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巨正则系综 → 平衡分布

费米子

W (al, ωl) =
ωl!

al!(ωl − al)!

巨配分函数

Ξ =

ωl∑
al=0

ωl!

al!(ωl − al)!
e−(α+βεl)al =

[
1 + e−(α+βεl)

]ωl

āl = −
∂ lnΞ

∂α
=

ωl

eα+βεl + 1
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非理想气体的物态方程

E = T + V =
3N∑
i=1

p2i
2m

+
∑
i<j

u(rij)
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非理想气体的物态方程

Ξ =
∑
N

1

N !h3N

∫
eβµN−βEdq1 . . . dq3Ndp1 . . . dp3N

动能

1

h3N

∫
e−β

∑3N
i=1

p2i
2m dp1 . . . dp3N =

3N∏
i=1

1

h

∫ ∞

−∞
e−β

p2i
2m dpi =

(√
2πmkBT

h

)3N

= λ−3N

势能

SN =

∫
e−β

∑
i<j u(rij)dq1 . . . dq3N

巨配分函数

Ξ =
∑
N

eβµN

N !λ3N
SN

物态方程

P =
1

β

∂ lnΞ

∂V
=

1

β

∂ ln
∑

N SN

∂V
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∫ ∞
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非理想气体的物态方程

Ξ =
∑
N

1

N !h3N

∫
eβµN−βEdq1 . . . dq3Ndp1 . . . dp3N

动能

1

h3N

∫
e−β

∑3N
i=1

p2i
2m dp1 . . . dp3N =

3N∏
i=1

1

h

∫ ∞

−∞
e−β

p2i
2m dpi =

(√
2πmkBT

h

)3N

= λ−3N

势能

SN =

∫
e−β

∑
i<j u(rij)dq1 . . . dq3N

巨配分函数

Ξ =
∑
N

eβµN

N !λ3N
SN

物态方程

P =
1

β

∂ lnΞ

∂V
=

1

β
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∑
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非理想气体的物态方程

引入迈耶函数 (Mayer function)

fij = e−βu(rij) − 1

• 相互作用是 0 时，fij = 0

• 短程相互作用，特别是硬核结构 (hard core model)
• 高温近似下，除非粒子距离很近，否则 fij 也很小
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fij = e−βu(rij) − 1

• 相互作用是 0 时，fij = 0

• 短程相互作用，特别是硬核结构 (hard core model)
• 高温近似下，除非粒子距离很近，否则 fij 也很小

Example: Lennard-Jones potential (LJ potential or 12-6 potential)

u(r) = u0

[(r0
r

)12
− 2

(r0
r

)6]
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引入迈耶函数 (Mayer function)

fij = e−βu(rij) − 1

• 相互作用是 0 时，fij = 0

• 短程相互作用，特别是硬核结构 (hard core model)
• 高温近似下，除非粒子距离很近，否则 fij 也很小

u(r)

f(r)=exp[-βu(r)]-1
r
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非理想气体的物态方程

SN =

∫ ∏
i<j

(1 + fij) dq1 . . . dq3N

=

∫ 1 +
∑
i<j

fij +
∑

i<j,i′<j′

fijfi′j′ + . . .

 d3q1 . . . d3qN

• 总共有 2N(N−1)/2 项相加
• 以一个点代表粒子的坐标 qi

• 点与点之间连线代表相互作用

(∫
d3q1

)(∫
d3q2d3q3f23

)(∫
d3q4d3q5d3q6f45f56

)
. . .

(∫
d3qN

)

119 / 125



大
湾
区
大
学

非理想气体的物态方程

SN =

∫ ∏
i<j

(1 + fij) dq1 . . . dq3N

=

∫ 1 +
∑
i<j

fij +
∑

i<j,i′<j′

fijfi′j′ + . . .

 d3q1 . . . d3qN

b3 =

∫
d3q1d3q2d3q3 [f(q1 − q2)f(q2 − q3) + · · ·+ f(q1 − q2)f(q2 − q3)f(q3 − q1)]

119 / 125



大
湾
区
大
学

非理想气体的物态方程

SN =

∫ ∏
i<j

(1 + fij) dq1 . . . dq3N

=

∫ 1 +
∑
i<j

fij +
∑

i<j,i′<j′

fijfi′j′ + . . .

 d3q1 . . . d3qN

SN =
∑
{nl}′

∏
l

W ({nl}) bnl
l

每种团簇出现的次数

W ({nl}) =
N !∏

l nl!(l!)nl
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SN =

∫ ∏
i<j

(1 + fij) dq1 . . . dq3N

=

∫ 1 +
∑
i<j

fij +
∑

i<j,i′<j′

fijfi′j′ + . . .

 d3q1 . . . d3qN

巨配分函数

Ξ =
∑
N

1

N !

(
eβµ

λ3

)N ∑
{nl}′

N !∏
l nl!(l!)nl

∏
l

b
nl
l

=
∑
{nl}

(
eβµ

λ3

)∑
l lnl ∏

l

b
nl
l

nl!(l!)nl

=
∑
{nl}

∏
l

1

nl!

(
eβµlbl
λ3ll!

)nl

=
∏
l

exp
[(

eβµ

λ3

)l
bl
l!

]

= exp
[

∞∑
l=1

(
eβµ

λ3

)l
bl
l!

]
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非理想气体的物态方程

b1 =

∫
d3q = V

b2 =

∫
d3q1d3q2f(q1 − q2) = V

∫
d3q12f(q12)

一般性地有

lim
V →∞

bl = b̄lV
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非理想气体的物态方程

P =
1

β

∂ lnΞ

∂V
= kBT

∞∑
l=0

(
eβµ

λ3

)l
b̄l
l!

N = −∂ lnΞ

∂α
=
∂ lnΞ

∂(βµ)
=

∞∑
l=0

l

(
eβµ

λ3

)l
V b̄l
l!

解 x，代回方程，消去 x
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n = −∂ lnΞ

∂α
=
∂ lnΞ

∂βµ
=

∞∑
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b̄l

(l − 1)!

解 x，代回方程，消去 x

121 / 125



大
湾
区
大
学

非理想气体的物态方程

P =
1

β

∂ lnΞ

∂V
= kBT

∞∑
l=1

xl
b̄l
l!

n = −∂ lnΞ

∂α
=
∂ lnΞ

∂βµ
=

∞∑
l=1

xl
b̄l

(l − 1)!

解 x，代回方程，消去 x

121 / 125



大
湾
区
大
学

非理想气体的物态方程

P/(kBT ) =
∞∑
l=1

b̄l
l!
xl, n =

∞∑
l=1

b̄l
(l − 1)!

xl

• 解 x(n), 当 l = 1 时 b̄1 =
∫

d3q/V = 1

x = n− b̄2x2 −
b̄3
2
x3 . . .

用微扰方法：以这个方程做迭代

x1 = n+O
(
n2)

x2 = n− b̄2n2 +O
(
n3)

x3 = n− b̄2(n− b̄2n2)2 − b̄3
2
n3 +O

(
n4) = n− b̄2n2 + (2b̄22 −

b̄3
2
)n3 +O

(
n4)

...
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P/(kBT ) =
∞∑
l=1

b̄l
l!
xl, n =

∞∑
l=1

b̄l
(l − 1)!

xl

• 得到精确到 n3 的解

x→ n− b̄2n2 + (2b̄22 −
b̄3
2
)n3 +O

(
n4)

• 代入压强方程

P

kBT
= x+

b̄2
2
x2 +

b̄3
6
x3 + . . .

= n− b̄2n2 + (2b̄22 −
b̄3
2
)n3 +

b̄2
2
n2 − b̄22n3 +

b̄3
6
n3 +O

(
n4)

= n− b̄2
2
n2 +

(
b̄22 −

b̄3
3

)
n3 +O

(
n4)

=

∞∑
n=1

Bl(T )n
l

其中 B1 = 1, B2 = −b̄2/2, B3 = b̄22 − b̄3/3
• Bl(T ) 称为位力系数 (Virial coefficient)
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V (r) =

{
∞, r < r0

−u0

(
r0
r

)6
, r > r0

b̄2 =

∫ ∞

0

d3r
(
e−βV (r) − 1

)
=

∫ r0

0

4πr2 dr (−1) +
∫ ∞

r0

dr
[
eβu0(r0/r)

6

− 1
]

= −4πr30
3

(1− βu0)

→ B2(T ) =
Ω

2

(
1− u0

kBT

)

123 / 125



大
湾
区
大
学

非理想气体的物态方程

V (r) =

{
∞, r < r0

−u0

(
r0
r

)6
, r > r0

b̄2 =

∫ ∞

0

d3r
(
e−βV (r) − 1

)
=

∫ r0

0

4πr2 dr (−1) +
∫ ∞

r0

dr
[
eβu0(r0/r)

6

− 1
]

= −4πr30
3

(1− βu0)

→ B2(T ) =
Ω

2

(
1− u0

kBT

)
123 / 125



大
湾
区
大
学

非理想气体的物态方程

P

kBT
= n+

Ω

2

(
1− u0

kBT

)
n2 + . . .

化简一下

1

kBT

(
P +

u0Ω

2
n2

)
= n

(
1 + n

Ω

2
+ . . .

)
≈ n

1− nΩ/2 =
N

V −NΩ/2

[
P +

u0Ω

2

(
N

V

)2
] [
V − NΩ

2

]
= NkBT

[
P + a

(
N

V

)2
]
[V − bN ] = NkBT

范德瓦耳斯气体物态方程
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小结

• 微观和宏观的概念
• 统计假设
• 近独立子系组成系统的统计理论
• 刘维尔定理
• 系综理论
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